
Tobias Zaiczek

Modellierung und Simulation zum Zwecke der Steuerung und Regelung von
Starrkörpersystemen





Modellierung und Simulation zum Zwecke der
Steuerung und Regelung von Starrkörpersystemen

Tobias Zaiczek

Beiträge aus der Regelungstechnik

Dresden 2015



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet über
http://dnb.dnb.de abrufbar.

Bibliographic Information published by the Deutsche Nationalbibliothek
The Deutsche Nationalbibliothek lists this publication in the Deutsche
Nationalbibliografie; detailed bibliographic data are available on the Internet at
http://dnb.dnb.de.

Zugl.: Dresden, Techn. Univ., Diss., 2015

© Jörg Vogt Verlag 2015
Alle Rechte vorbehalten. All rights reserved.

Gesetzt vom Autor

ISBN 9783938860991

Jörg Vogt Verlag
Niederwaldstr. 36
01277 Dresden
Germany

Phone: +49(0)35131403921
Telefax: +49(0)35131403918
email: info@vogtverlag.de
Internet : www.vogtverlag.de



Technische Universität Dresden
Fakultät Elektrotechnik und Informationstechnik

Institut für Regelungs- und Steuerungstheorie

Modellierung und Simulation zum Zwecke der

Steuerung und Regelung von Starrkörpersystemen

Von der Fakultät Elektrotechnik und Informationstechnik genehmigte

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

Doktoringenieur

(Dr.-Ing.)

von

Dipl.-Ing. Tobias Zaiczek

Vorsitzender: Prof. Dr. techn. K. Janschek

Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Dr. rer. nat. K. Reinschke
Prof. Dr.-Ing. M. Beitelschmidt

Tag der Einreichung: 30. April 2015

Tag der Verteidigung: 20. November 2015





Meinen lieben Eltern





Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beinhaltet Methoden zur Beschreibung von Starrkörpersystemen sowie
deren Anwendung für den Entwurf von Steuerungen und Regelungen. Im ersten Teil dieser Arbeit
wird ein alternatives Konzept zur Beschreibung von Starrkörpersystemen vorgestellt, das bereits
1924 von R. von Mises eingeführt wurde. Dieses Konzept basiert auf der De�nition algebraischer
Objekte, die Motoren genannt und auf deren Grundlage in dieser Arbeit die Bewegungsgleichungen
allgemeiner Starrkörpersysteme abgeleitet werden. Dabei wird auf die Modellierung typischer
Gelenkarten ebenso eingegangen wie auf die Wahl geeigneter Koordinaten für Starrkörpersysteme
mit geschlossenen kinematischen Ketten.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden Konzepte für die Steuerung und Regelung der zuvor ab-
geleiteten Modelle ausführlich diskutiert. Dabei beschränkt sich die Arbeit im Wesentlichen auf
Entwurfsmethoden für lineare, kontinuierliche und zeitinvarinate Modelle (LTI-Systeme) mit meh-
reren unabhängigen Eingangsgröÿen. Im Vordergrund stehen hierbei die Trajektorienplanung und
der Steuerungsentwurf auf der Grundlage von Basisgröÿen sowie der Reglerentwurf durch die Vor-
gabe von Nullstellen des charakteristischen Polynoms des geschlossenen Regelkreises. Für Syste-
me in Zustandsdarstellung wird ein Algorithmus untersucht und erweitert, der die vorhandenen
Freiheiten bei der Wahl einer statischen Zustandsrückführung dazu nutzt, die Robustheit der
gewünschten Nullstellenplatzierung gegenüber Änderungen der Systemmatrizen zu erhöhen.





Abstract

This thesis covers methods for the description of rigid multibody systems and their application
to the design of feed-forward and feedback controllers. In the �rst part, an alternative concept
for the description of rigid body systems is presented, that was introduced by R. von Mises in
1924. This concept is based on the de�nition of algebraic objects called motors, which are used in
this thesis to derive the equations of motion of general rigid body systems. The thesis describes
the modelling of typical joints as well as a suitable choice of coordinates for rigid body systems
with closed kinematic loops.

In the second part of the thesis, di�erent concepts for the control of the previously derived models
are discussed in detail. Essentially, this thesis deals with design methods for linear, continuous,
and time-invariant models (LTI systems) with several independent inputs. In particular, this work
includes trajectory planning, the design of feed-forward controllers by means of basis variables
and feedback controllers through the speci�cation of zeros for the closed-loop characteristic poly-
nomial. For systems in state-space form, an algorithm is investigated and extended that utilises
the degrees of freedom in choosing a static state feedback in order to improve robustness of the
zero placement with respect to changes in the system matrices.
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Kapitel 1.

Einleitung

Zu den Hauptaufgaben der Steuerungs- und Regelungstechnik gehört die Bereitstellung theore-
tisch fundierter Methoden und praktisch anwendbarer Werkzeuge, die die gezielte Beein�ussung
technischer Prozesse erlauben. Eine wesentliche Voraussetzung für den Entwurf von Steuerungen
und Regelungen ist die möglichst genaue Kenntnis des dynamischen Verhaltens des zu beein-
�ussenden Prozesses. Die dafür notwendige Beschreibung des Systemverhaltens in Form eines
mathematischen Modells muss den Genauigkeitsanforderungen an die zu lösende Aufgabe an-
gepasst sein und aus einem geeigneten physikalischen Modell des zu untersuchenden Prozesses
hervorgehen.

Ein traditionell groÿes Anwendungsgebiet der Steuerungs- und Regelungstechnik ist die gezielte
Beein�ussung mechanischer Systeme. Oftmals liefern Starrkörpersysteme eine brauchbare physi-
kalische Beschreibung derartiger Systeme. Charakteristisch für die Modellierung eines gegebenen
Systems durch ein Starrkörpersystem ist, dass alle in der Realität auftretenden Verformungen der
Körper vernachlässigt werden. Seit Mitte der 1960er Jahre wurden für diese Modelle eine Reihe
e�ektiver Methoden zur rechnergestützten Aufstellung und Lösung der zugehörigen Modellglei-
chungen entwickelt. Die dabei verwendeten Modellierungsansätze �nden sich heute in einer Reihe
von Fachbüchern wieder1. Mit Ausnahme von [Fea08] basieren die gängigen Lehrwerke auf den
dem Ingenieur vertrauten Mitteln der Matrizenrechnung. Das hingegen bereits 1924 von R. von
Mises eingeführte Konzept derMotorrechnung [vM24a, vM24b] fand in den bisherigen Darstellun-
gen keine Anwendung. Dies ist umso mehr verwunderlich, als die Werkzeuge der Motorrechnung
eine sehr prägnante und übersichtliche Beschreibung der Starrkörpermechanik erlauben, in der die
Bewegungsgleichungen des Starrkörpers in der gleichen Struktur erscheinen wie die Bewegungs-
gleichungen des Massenpunktes mit den Hilfsmitteln der Vektorrechnung. Neben den bereits aus
der Vektoralgebra bekannten Vorteilen einer koordinatenfreien Beschreibung ermöglicht es die
Motorrechnung überdies, sich von der Festlegung eines konkreten Bezugspunktes zu lösen. Die
resultierenden Beziehungen werden dadurch kompakter und leichter verständlich.

Ein Ziel dieser Arbeit ist es daher, die Modellgleichungen allgemeiner Starrkörpersysteme auf der
Grundlage der von R. von Mises eingeführten Motorrechnung neu zu diskutieren, übersicht-
lich darzustellen und die zugehörigen Bewegungsgleichungen abzuleiten. Die daraus hervorgehen-
den mathematischen Modelle erscheinen im Allgemeinen in der Form von Algebrodi�erentialglei-
chungssystemen, in denen sowohl algebraische Gleichungen als auch gewöhnliche Di�erentialglei-
chungen auftreten.

1Siehe hierzu beispielsweise [Wit77, RS88, Hau89, Ang97, Woe11, SE14].
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Eine spezielle Klasse derartiger Modelle lässt sich unter dem Begri� linearer, kontinuierlicher,
zeitinvarianter Systeme (kurz LTI-Systeme2) zusammenfassen und sich mathematisch im Bild-
bereich durch polynomiale Gleichungen in der Laplace-Variable s charakterisieren. Aufgrund
ihrer besonderen Struktur existieren für diese Klasse vielfältige Entwurfs- und Analyseverfahren3.
Unter gewissen Voraussetzungen an die systembeschreibenden Polynommatrizen lassen sich für
LTI-Systeme auf systematische Weise Basisgröÿen derart konstruieren, dass sie für den Entwurf
von Steuerungen und Trajektorienfolgeregelungen besonders geeignet sind. Das hierzu in [Rei14]
vorgeschlagene Verfahren wird in dieser Arbeit anhand des linearisierten Modells eines Manipula-
tors mit vier Freiheitsgraden und zwei Stellgröÿen erprobt. Diskutiert werden an diesem Beispiel
neben der Konstruktion zweckmäÿiger Basisgröÿen auch das Vorgehen zur Planung geeigneter
Trajektorien und zum Entwurf der dazu erforderlichen Steuerungen.

Aufgrund nicht modellierter E�ekte � seien es beispielsweise elastische Verformungen an den Kör-
pern oder mathematisch schwer fassbare Reibe�ekte � und unvermeidbarer Modellunbestimmthei-
ten � die sich u. a. auf Fertigungstoleranzen, Alterungs- und Verschleiÿvorgänge oder eine endliche
Genauigkeit bei der Parameteridenti�kation zurückführen lassen � wird sich das zu beein�ussende
System bei der praktischen Umsetzung der zuvor entworfenen Steuerung im Allgemeinen anders
verhalten, als es während der Trajektorienplanung vorgesehen war. In der Praxis ist es daher
notwendig, die Steuerung durch eine Regelung zu ergänzen, deren Aufgabe es ist, alle auftre-
tenden Abweichungen zu erfassen und bestmöglich auszugleichen. Aus den vielen Möglichkeiten,
einen solchen Regler zu entwerfen, wird in der vorliegenden Arbeit eine aus theoretischer Sicht
interessante Variante herausgegri�en, bei der die Nullstellen des charakteristischen Polynoms des
geschlossenen Regelkreises (kurz CLCP4) an beliebig gewählten Stellen der komplexen Ebene
platziert werden. Verfügt das zu beein�ussende System über mehr als eine Stellgröÿe, so ist die
Vorgabe der Nullstellen unter gewissen Voraussetzungen durch eine Vielzahl von Reglern reali-
sierbar. In dieser Arbeit wird zunächst gezeigt, wie sich in diesem Fall ein geeigneter Regler nach
dem empfohlenen Vorgehen in [Rei14] mit den Mitteln der linearen Algebra berechnen lässt. Illus-
triert und simulativ erprobt wird die dargestellte Methodik an dem zuvor betrachteten Beispiel
des Manipulators.

Die vorhandenen Freiheiten beim Reglerentwurf durch die Vorgabe von Nullstellen des CLCPs
lassen sich bei linearen Mehrgröÿensystemen auf vielfältige Weise nutzen. Bereits 1985 wurde
ein Verfahren verö�entlicht [KNV85], das für die spezielle Klasse linearer, zeitinvarianter Zu-
standssysteme beim Entwurf konstanter Zustandsrückführungen die Freiheiten dazu nutzt, die
Robustheit der per Nullstellenplatzierung entworfenen Regler gegenüber Parameterschwankun-
gen in den Einträgen der Systemmatrizen iterativ zu erhöhen. Dieses Verfahren �ndet bis heute
in kommerziellen Softwarewerkzeugen Anwendung, wie beispielsweise der Control System Tool-
box in Matlab [TMW15]. In der vorliegenden Arbeit soll dieser Ansatz, speziell für die Vorgabe
komplexer Nullstellen, anhand verschiedener akademischer Beispiele näher untersucht und weiter
entwickelt werden. Ergänzt werden die durchgeführten Untersuchungen durch eine Simulationsstu-
die an dem zuvor betrachteten Beispiel des Manipulators, in der die Regelgüte des ursprünglichen
Reglers mit der des nach dem vorgestellten Verfahren bearbeiteten Reglers verglichen wird.

2Abgeleitet von der englischen Bezeichnung �linear time-invariant system�.
3Siehe beispielsweise [Lun10a, Lun10b, Lud95a, Lud95b, Föl94, Rei05].
4Die Abkürzung entstammt der englischsprachigen Bezeichnung �closed-loop characteristic polynomial�.
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Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich im Wesentlichen in zwei Teile. Der erste Teil beschäftigt sich mit der
Modellierung und Simulation von Starrkörpersystemen auf der Grundlage der von Misesschen
Motoralgebra. Hierzu folgt dieser Einleitung im zweiten Kapitel zunächst die De�nition wesent-
licher Begri�e der Starrkörpermechanik. Alle hierin dargestellten Zusammenhänge dienen der
Motivation der im Anschluss detailliert eingeführten Motorrechnung. Die darin zu �ndenden De-
�nitionen stellen, im Unterschied zu der klassischen Einführung durch Richard von Mises,
den Feldcharakter der Motoren in den Vordergrund der Betrachtung und erweitern die Theorie
um Motormatrizen, mit denen sich die Notation in den folgenden Kapiteln erheblich vereinfacht.
Neben den erwähnten De�nitionen �ndet der Leser hier auch diverse Rechenregeln, die mitun-
ter an jene der Vektoralgebra erinnern, sowie verschiedene Beispiele, die den Umgang mit der
Motorrechnung erleichtern sollen.

Die damit erworbenen Kenntnisse zur Motorrechnung werden in Kapitel 3 auf Starrkörpersysteme
angewandt. Nach einer kurzen Diskussion bisher in der Literatur üblicher Beschreibungsweisen
erfolgt die Einführung aller zur Charakterisierung der Lage, der Bewegung und der Kraftwirkung
notwendigen Gröÿen. Die in den Gelenken vorherrschenden kinematischen Zwangsbedingungen
werden durch matrixwertige Gleichungen in den eingeführten Motoren ausgedrückt und für un-
terschiedliche, in der Praxis häu�g anzutre�ende Gelenktypen beispielhaft angegeben. Zum Ab-
schluss dieses Kapitels werden die Bewegungsgleichungen für Starrkörpersysteme mit und ohne
geschlossene kinematische Ketten allgemein abgeleitet und das Vorgehen an anschaulichen Bei-
spielen erläutert.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden aufbauend auf den bis dahin betrachteten Modellen Kon-
zepte für deren Steuerung und Regelung diskutiert. Dabei beschränkt sich das Kapitel im We-
sentlichen auf lineare Methoden für den Entwurf der Steuerungen und Regelungen. Der erste
Abschnitt ist daher der Einführung in allgemeine Beschreibungsweisen von LTI-Systemen sowie
deren Steuerungsentwurf gewidmet. Darauf folgend werden im zweiten Abschnitt Wege aufge-
zeigt, diese Theorie auf die zuvor behandelten Starrkörpersysteme anzuwenden. Im Mittelpunkt
stehen die Trajektorienplanung und der Steuerungsentwurf auf der Grundlage von Basisgröÿen
sowie der Reglerentwurf durch Vorgabe von Nullstellen des CLCPs für LTI-Systeme mit meh-
reren unabhängigen Eingangsgröÿen. In den beiden letzten Abschnitten dieses vierten Kapitels
wird der Reglerentwurf für LTI-Systeme betrachtet, die sich in Zustandsform darstellen lassen.
Auch hier erfolgt die Berechnung einer statischen Zustandsrückführung durch die Vorgabe der
Nullstellen des CLCPs. Dabei werden zu Beginn die Freiheiten diskutiert, die bei der Wahl der
Rückführverstärkungen auftreten. Anschlieÿend wird ein Algorithmus dargestellt, der bei Vorgabe
ausschlieÿlich reeller Nullstellen die Robustheit gegenüber Änderungen der Systemmatrizen stei-
gert. Dieses Verfahren wird im darauf folgenden Abschnitt aufgegri�en und auf den Fall komplexer
Nullstellen erweitert. Anhand diverser akademischer Beispiele und einer praxisnahen Anwendung
wird gezeigt, dass das Verfahren in vielen Fällen vorteilhaft eingesetzt werden kann. Den Ab-
schluss dieser Arbeit bildet eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf mögliche Erweiterungen
und o�en gebliebene Fragestellungen.



4 Kapitel 1. Einleitung

Verwendete Notation und Symbolik

Durch die verwendete Symbolik wird in dieser Arbeit streng zwischen den zunächst abstrakten,
algebraischen Objekten, wie den Vektoren des dreidimensionalen Anschauungsraumes, den später
eingeführten Motoren und deren Dyaden, und den zugehörigen Koordinatendarstellungen in Form
von Matrizen unterschieden. Tabelle 1.1 gibt einen Überblick über die gewählten Schriftarten zur
Kennzeichnung unterschiedlicher algebraischer Objekte. Um die Formulierungen kurz zu halten,
wird sprachlich nicht zwischen den Vektoren und deren Koordinatendarstellung unterschieden,
falls durch die Symbolik oder den Sinnzusammenhang Missverständnisse ausgeschlossen sind.
Dabei werden sowohl der Vektor als auch die Spaltenmatrix seiner Koordinaten als Vektoren
bezeichnet.

Über die Einführung einer Basis des zugehörigen Vektorraums erhält man aus den algebraischen
Objekten ihre eindeutig festgelegten Koordinaten. Diese Operation wird in den folgenden Kapiteln
durch eckige Klammern oder einen senkrechten Strich gekennzeichnet, an dem die Basis (ggf. in
Form eines Koordinatensystems) tiefgestellt angetragen wird. Beispielsweise sind die Koordinaten
des Vektors ~v bezüglich der Basis B durch den Koordinatenvektor

v = ~v|B = [~v ]B

gegeben. Bei der Darstellung der Operationen wird ebenfalls zwischen der Matrizenrechnung und
der Rechnung mit anderen algebraischen Objekten unterschieden. Beispielsweise wird die Anwen-
dung einer Dyade auf einen Vektor durch einen Punkt zwischen den Operanden gekennzeichnet,
die Multiplikation von Matrizen hingegen ohne Trennzeichen geschrieben. Einen Überblick über
spezielle eingeführte Operationen gibt Tabelle 1.2.

Im Hinblick auf die Konstruktion geeigneter Teilmatrizen werden in dieser Arbeit verschiedene
Schreibweisen genutzt. So kann eine Teilmatrix dadurch spezi�ziert werden, dass alle zu verwen-
denden Spalten- und Zeilenindizes der ursprünglichen Matrix hinter ihr angegebenen werden.
Alternativ können auch die zu streichenden Zeilen und Spalten direkt hinter der Matrix ange-
geben werden, indem die entsprechenden Indizes in durchgestrichener Schrift notiert werden. In
beiden Varianten werden die Spaltenindizes jeweils unten, die Zeilenindizes oben angetragen. Bei-
spielsweise erhält man aus

M2 4
2 3 4 und M6 1 636 1

mit M ∈ R(4×4) jeweils die Matrix des Typs (2, 3), die aus den letzten drei Spalten und der
zweiten und vierten Zeile der Matrix M besteht.

Speziell in den Kapiteln 2 und 3 ist es notwendig, bei vielen auftretenden Gröÿen zu unterschei-
den, ob sie sich auf ein ruhendes oder ein bewegtes Koordinatensystem beziehen. Erstere Gröÿen
werden daher in dieser Arbeit durchgängig durch einen Unterstrich gekennzeichnet, letztere oh-
ne Unterstrich notiert. In allen Beispielen dieser Arbeit wurden die auftretenden physikalischen
Gröÿen auf geeignet gewählte Werte normiert, sodass einheitenlos gerechnet werden kann. Für die
graphischen Darstellungen in dieser Arbeit gilt: Doppelpfeile symbolisieren Motoren. Kraftgröÿen
(Kräfte, Drehkräfte, Kraftmotoren, . . . ) werden durch nicht gefüllte Pfeilspitzen gekennzeichnet,
geometrische oder kinematische Gröÿen durch ausgefüllte Pfeilspitzen. Eine Liste wichtiger und
in dieser Arbeit durchgängig benutzter Symbole �ndet sich im Anhang auf Seite 173.
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a . . . Kursivdruck: skalare Gröÿen

~a . . . Kursivschrift mit Vektorpfeil: Vektoren des Anschauungsraumes

a . . . Fettdruck (Kleinbuchstaben): Tupel und einspaltige Matrizen (Vektoren)

A . . . Fettdruck (Groÿbuchstaben): Matrizen und Vektoren im Bildbereich der
Laplace-Transformation

AP. . . Fettdruck mit Index P: Polynommatrizen / -vektoren

a . . . Frakturschrift (Kleinbuchstaben): Motoren

A . . . Frakturschrift (Groÿbuchstaben): Motordyaden

A . . . fette Frakturschrift (Groÿbuchstaben): Motormatrizen

A . . . Kalligra�sche Schrift: Mengen, Vektordyaden, Koordinatensysteme

A . . . Zeichen mit Doppelstrich: Zahlenmengen

Tabelle 1.1.: Mathematische Schriftarten

(˜): Kreuzproduktmatrix oder -dyade / Dyade des motorischen Produkts

(˜): Abweichungen um Linearisierungspunkt (nur in Abschnitt 4.2.1)

( )t: Transponierte einer Matrix / einer Dyade

( )∗: konjugiert-komplexe Zahl / Matrix / Dyade

( )h: konjugiert-komplexe, transponierte Matrix / Dyade

( )|P : Komponenten eines Motors bezüglich des Bezugspunktes P

( )|F : Komponenten eines Vektors / Motors bezüglich des Koordinatensystems F
( )(j): j-te Zeitableitung

adj( ): Matrix der Adjunkten (Adjunktenmatrix)

im( ): Bild einer Matrix (auch Spaltenraum genannt)

Re( ): Realteil einer komplexen Zahl / Matrix

Im( ): Imaginärteil einer komplexen Zahl / Matrix
˙( ) (̈ ): erste und zweite Ableitung nach der Zeit (bezüglich eines Inertialsystems)
◦

( ),
◦◦

( ),
�

( ),
��
( ): erste und zweite Ableitung nach der Zeit bezüglich verschiedener bewegter

Koordinatensysteme

( ) ( ): Multiplikation mit einem Skalar / Matrizenmultiplikation

( ) · ( ): skalares Produkt, Skalarprodukt oder Anwendung einer Dyade

( )× ( ): Kreuzprodukt oder motorisches Produkt

( )⊗ ( ): dyadisches Produkt

[( ), ( )]: Lie-Klammer zweier Vektorfelder

Tabelle 1.2.: Ausgewählte mathematische Operationen: �( )� symbolisiert die Operanden





Kapitel 2.

Modellierung der Starrkörperbewegung

In den nachstehenden Abschnitten werden zunächst wesentliche Begri�e der Starrkörpermecha-
nik eingeführt, die das Verständnis späterer Kapitel erleichtern sollen. Daran schlieÿt sich in
Abschnitt 2.2 eine detaillierte Einführung in die Motorrechnung nach Richard von Mises an.
Das bereits 1924 verö�entlichte Konzept der Motorrechnung [vM24a, vM24b] wird darin so aufge-
arbeitet, dass es dem Leser in den nachfolgenden Kapiteln als vertrautes Werkzeug zur Verfügung
steht. Die am Ende dieses Abschnitts mithilfe der Motorrechnung angegebenen Bewegungsglei-
chungen des Starrkörpers bilden schlieÿlich den Grundbaustein der im folgenden Kapitel disku-
tierten Starrkörpersysteme.

2.1. Das Modell des Starrkörpers

Als Starrkörper bezeichnet man in der Mechanik ein Modell eines mechanischen Körpers, bei dem
angenommen wird, dass die geometrische Form bei der Bewegung im Raum unverändert bleibt.
Die resultierenden inneren Bindungen lassen sich sämtlich als geometrische Zwangsbedingungen
formulieren, und zwar derart, dass der Abstand beliebiger Punkte des Körpers für alle Zeiten t
unverändert bleibt.

Beginnend mit der geometrischen Betrachtung einer Starrkörperkon�guration werden in Ab-
schnitt 2.1.1 alle notwendigen kinematischen Zusammenhänge für die Beschreibung der Starrkör-
perbewegung erläutert. Darauf aufbauend werden in Abschnitt 2.1.2 die Bewegungsgleichungen
des ungebundenen Starrkörpers1 abgeleitet. Abschnitt 2.1.3 gibt schlieÿlich einen Überblick über
verschiedene Bindungsarten, die zwischen Starrkörpern auftreten können.

2.1.1. Kinematik des Starrkörpers

Die Lage und die Bewegung aller materiellen Punkte eines Starrkörpers im Raum können jeweils
durch minimal sechs Gröÿen beschrieben werden [KS14, Ham49]. Ein Starrkörper besitzt damit
einen Lagefreiheitsgrad von sechs und verfügt im dreidimensionalen Raum über ebenso viele

1Ein Starrkörper gilt als ungebunden, wenn weder seine Lage noch seine Bewegung Zwangsbedingungen unterlie-
gen.
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Freiheitsgrade der Bewegung. Drei Freiheitsgrade lassen sich Translationen zuordnen, bei denen
sich alle Punkte des Körpers auf parallelen Bahnen bewegen. Die verbleibenden drei Freiheitsgrade
entsprechen Rotationen, bei denen sich alle Punkte auf konzentrischen Kreisbahnen um eine Achse
drehen.PSfrag replaements

P

N

~ω
~vn

F

B

~ro

~r

~r

O

O

(a)

PSfrag replaements ~ω

α

~ω × ~r

O

~r

(b)

Abbildung 2.1.: Bewegung des Starrkörpers: (a) Einführung der Koordinatensysteme (b) Dreh-
geschwindigkeit

Häu�g wird zur Beschreibung der Lage aller materiellen Punkte des Starrkörpers eine Darstellung
genutzt, bei der ein willkürlich gewählter Punkt des Körpers als Bezugspunkt O herausgegri�en
wird. Die Position dieses Bezugspunktes zur Zeit t lässt sich vom Ursprung O eines Bezugskoor-
dinatensystems F aus als Ortsvektor ~ro(t) angeben. Für die Beschreibung der Lage aller weiteren
Punkte erweist es sich als zweckmäÿig, ein zweites, fest mit dem Körper verbundenes Koordi-
natensystem2 B mit dem Ursprung in O einzuführen. Jeder beliebige materielle Punkt P des
Starrkörpers lässt sich dann über die festen Koordinaten seines Ortsvektors ~r vom Ursprung O
des körperfesten Koordinatensystems identi�zieren. Seine Lage gegenüber dem Bezugskoordina-
tensystem F berechnet sich, wie Abbildung 2.1(a) verdeutlicht, durch die Beziehung

~r = ~ro + ~r, (2.1)

wobei ~r in B konstant ist3. Um die Beschreibung so einfach wie möglich zu gestalten, dienen
als Bezugskoordinatensystem F und als körperfestes Koordinatensystem B in dieser Arbeit aus-
schlieÿlich orthonormierte Rechtssysteme. Somit ist die Lage eines beliebigen Punktes P und
damit des gesamten Starrkörpers gegenüber einem Bezugskoordinatensystem F eindeutig durch
die Position des Bezugspunktes O und die Verdrehung des körperfesten Koordinatensystems ge-
genüber dem Bezugskoordinatensystem bestimmt.

2Von der englischen Bezeichnung `Body Frame' herrührend.
3Hierbei wird folgende Konvention eingeführt: alle Ortsvektoren des Bezugskoordinatensystems werden nachfol-
gend mit Unterstrich notiert, alle Ortsvektoren des körperfesten Koordinatensystems ohne Unterstrich.
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Verdrehung von Koordinatensystemen Die Verdrehung zweier orthonormierter Koordina-
tensysteme (gleicher Orientierung) lässt sich durch eine lineare Transformation R zwischen den
zugehörigen Basisvektoren der zwei Koordinatensysteme beschreiben [KS14]. Diese Transforma-
tion kann als linearer, orthogonaler Operator R aufgefasst werden, der über seine Wirkung auf
Vektoren beschrieben wird [Lag56]. Eine Darstellung des Operators R bezüglich eines ortho-
normierten Koordinatensystems liefert eine orthogonale (3 × 3)-Matrix R mit der Eigenschaft
detR = 1, die auch als Drehmatrix oder Richtungskosinusmatrix bezeichnet wird. Werden die
Basisvektoren des verdrehten Koordinatensystems als Koordinaten im ursprünglichen Koordi-
natensystem angegeben und zu einer Matrix spaltenweise zusammengefasst, so erhält man die
Basisdarstellung des Drehoperators R sowohl bezüglich des ursprünglichen als auch des verdreh-
ten Koordinatensystems.

Neben der Verdrehung von einzelnen Vektoren oder des vollständigen Koordinatensystems leistet
die Transformation auch die Umrechnung der Koordinaten eines Vektors ~h, von der Darstellung
~h|F2 im verdrehten Koordinatensystem zur Darstellung ~h|F1 im ursprünglichen Koordinatensys-
tem. Die Transformation der Koordinaten zwischen den Koordinatensystemen erfolgt dabei kon-
tragredient4 zur Transformation der Koordinatensysteme :

~h|F1 = R · ~h
∣∣
F2

bzw. ~h|F2 = Rt · ~h
∣∣
F1
.

Die Gesamtheit aller Drehoperatoren bildet zusammen mit der Verknüpfung zweier Drehoperato-
ren die spezielle orthogonale Gruppe SO(3). Jedes Element dieser Gruppe lässt sich durch minimal
drei Parameter eindeutig charakterisieren. Jede Parametrisierung von R mit nur drei Parametern
weist jedoch singuläre Punkte auf. Zur Vermeidung dieser Singularitäten ist es notwendig, mehr
als nur drei Koordinaten zur Beschreibung heranzuziehen, die dann jedoch Zwangsbedingungen
unterliegen. Wählt man beispielsweise die neun Matrixeinträge einer Koordinatendarstellung von
R als Parameter, so müssen diese sechs unabhängige Zwangsbedingungen erfüllen. In der Litera-
tur (u. a. [KS14, Woe11]) �nden sich verschiedene Ansätze zur Parametrisierung des Operators
R, wovon eine spezielle Darstellung in Anhang A.1.2 erläutert wird.

Bezieht sich die Verdrehung eines beliebigen Koordinatensystems auf das Bezugskoordinatensys-
tem F , so wird die Verdrehung R durch einen Unterstrich gekennzeichnet. Alle anderen Verdre-
hungen R werden hingegen ohne Unterstrich notiert. Gleiches gilt für den Vektor qr bzw. qr von
Parametern zur Charakterisierung der entsprechenden Verdrehung des Starrkörpers.

Geschwindigkeits- und Beschleunigungskinematik des Starrkörpers Die Bewegung ei-
nes Starrkörpers lässt sich gedanklich in zwei Anteile aufspalten: in die Translation des gewähl-
ten Bezugspunktes O und die Rotation um eine durch den Bezugspunkt verlaufende Achse. Die
translatorische Bewegung ist durch die Bahnkurve des Bezugspunktes vollständig beschrieben. Die
Raumrichtung der momentanen Drehachse, der Drehsinn und der Betrag der aktuellen Drehge-
schwindigkeit werden hingegen durch den Winkelgeschwindigkeitsvektor ~ω des Starrkörpers gegen-
über dem Bezugssystem F beschrieben. Bei verschwindender translatorischer Bewegung bewegt
sich jeder körperfeste Punkt mit dem Ortsvektor ~r jeweils auf einer Kreisbahn um die Drehachse
mit der Relativgeschwindigkeit ~ω × ~r zum Bezugspunkt O (vergleiche Abbildung 2.1(b)). Für ei-
ne aus Translation und Rotation bestehende Gesamtbewegung lassen sich die Geschwindigkeiten
4Vergleiche hierzu [Lag56].
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der einzelnen Bewegungsanteile nach den Regeln der Vektoraddition zusammenfassen. Für die
Geschwindigkeit und Beschleunigung eines beliebigen Punktes ~r des Starrkörpers gilt folglich:

~̇r = ~̇ro + ~̇r = ~̇ro + ~ω × ~r (2.2a)

~̈r = ~̈ro + ~̇ω × ~r + ~ω × (~ω × ~r). (2.2b)

Bemerkung. In obiger Gleichung wurde mit der Einführung des Drehvektors ~ω stillschweigend
vorausgesetzt, dass sich (in�nitesimal kleine) Drehbewegungen durch Vektoren darstellen lassen.
Dies ist in der Tat der Fall, denn sich überlagernde Drehbewegungen können nach den Gesetzen
der Vektorrechnung addiert werden [KS14, Ham49, Som77, Gol91]. Verdrehungen von Koordi-
natensystemen lassen sich hingegen nicht durch Vektoren beschreiben, da die Reihenfolge zweier
nacheinander ausgeführter Verdrehungen i. Allg. nicht vertauscht werden kann.

Mit den zuvor angestellten Überlegungen lässt sich schnell einsehen, dass bei der Ableitung von
Vektoren immer ein Bezugskoordinatensystem mit angegeben werden muss, da sich die Ableitung
bezüglich zweier verschiedener Koordinatensysteme, die sich relativ zueinander drehen, unterschei-
det. Bezeichnet man die zeitliche Änderung eines beliebigen Vektors ~h gegenüber dem zunächst

als raumfest angenommenen Koordinatensystem F mit d(F)~h
dt = ~̇h und die Änderung des gleichen

Vektors gegenüber dem körperfesten Koordinatensystem B mit d(B)~h
dt =

◦

~h, so werden diese Grö-
ÿen sich um einem Term unterscheiden, der der Änderung des körperfesten Koordinatensystems
gegenüber dem Bezugskoordinatensystem entspricht, nämlich ~ω × ~h. Für die beiden Ableitungen
gilt deshalb der Zusammenhang [KS14]:

~̇h =
◦

~h+ ~ω × ~h (2.3)

Kinematische Di�erentialgleichungen der Drehbewegung Für die vollständige Beschrei-
bung der Bewegung fehlt bisher noch ein kinematischer Zusammenhang zwischen den zeitlichen
Ableitungen der Parameter qr und den Koordinaten des Drehvektors ~ω bezüglich eines gegebenen
Koordinatensystems. Die Koordinaten des Drehvektors ~ω lassen sich dabei als spezielle Wahl von
Geschwindigkeitskoordinaten zur Beschreibung der Drehbewegung interpretieren und als Linear-
kombination der Ableitungen q̇r darstellen:

ω = Crf(qr)q̇r. (2.4)

Darin ist ω die Koordinatendarstellung des Vektors ~ω bezüglich eines Koordinatensystems. Im
Folgenden wird stets das körperfeste Koordinatensystem B zur Angabe der Koordinaten von ~ω
verwendet:

ω := ~ω|B.

Zur Vermeidung singulärer Punkte der Parametrisierung ist es mitunter zweckmäÿig, mehr als
drei Parameter in qr zu verwenden. Der Vektor qr muss dann Zwangsbedingungen erfüllen, die
sich in der Form

cr(qr) = 0 (2.5)
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angeben lassen. Einmalige Di�erentiation dieser Zwangsbedingungen nach der Zeit t liefert

Crc(qr)q̇r = 0,

wodurch sich Gleichung (2.4) zu der Beziehung:

(
ω
0

)
=

(
Crf(qr)

Crc(qr)

)
q̇r =: Cr(qr)q̇r

vervollständigen lässt. Sind alle notwendigen Zwangsbedingungen unabhängig voneinander, so
lässt sich die Matrix Cr invertieren. Mit Br = C−1

r erhält man die gesuchte kinematische Di�e-
rentialgleichung in der Form

q̇r = Br(qr)

(
ω
0

)
= Brf(qr)ω, (2.6)

wobei die Matrix Brf(qr) aus den ersten drei Spalten der Matrix Br besteht. Die konkrete Dar-
stellung der Matrix Brf(qr) ist für eine spezielle Parametrisierung qr der rotatorischen Lage in
Anhang A.1.3 angegeben.

2.1.2. Bewegungsgleichungen des ungebundenen Starrkörpers

Bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen ist die Wahl des Bezugskoordinatensystems von fun-
damentaler Bedeutung. In den folgenden Darstellungen wird daher davon ausgegangen, dass unter
allen möglichen Koordinatensystemen auch solche existieren, in denen die bekannten Prinzipien
der klassischen Mechanik5 gelten. Diese Koordinatensysteme werden als Inertialkoordinatensyste-
me oder kurz Inertialsysteme bezeichnet. Als Bezugskoordinatensystem wird für den Rest dieser
Arbeit, falls nicht explizit anders angegeben, ein Inertialsystem J gewählt.

Die Bewegungsgleichungen des ungebundenen Starrkörpers können auf verschiedene Weisen ab-
geleitet werden [Som77, BP92, GH13]. Die einfachste und e�zienteste Methode geht von den
Impulserhaltungssätzen aus. Durch Einsetzen der entsprechenden De�nitionen für den Impuls
und Drehimpuls lassen sich auf sehr elegante Weise die Newton-Euler-Gleichungen ableiten.
Deshalb soll dieser Weg auch hier beschritten werden.

Impuls und Drehimpuls des Starrkörpers Für die Ableitung werden zunächst die vektori-
ellen Gröÿen des Impulses und Drehimpulses allgemein eingeführt. Der Impuls eines mechanischen
Systems ist de�niert als

~p :=

∫
~̇r dm,

wobei sich das Integral, wie auch alle weiteren Integrale dieses Abschnitts, über alle materiellen
Punkte des Körpers erstreckt. Durch Einsetzen des kinematischen Zusammenhangs (2.2a) und

5Die entsprechenden Prinzipien �nden sich in vielen einschlägigen Einführungen zur klassischen Mechanik [Ham49,
Gol91, Bre83].
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Auswerten der entstehenden Integrale erhält man schlieÿlich eine Gleichung für den Impuls in
den Bewegungsgröÿen ~̇ro und ~ω des Starrkörpers:

~p =

∫
(~̇ro + ~ω × ~r) dm = m~̇ro +m~ω × ~rs. (2.7)

Dabei bezeichnet m die Masse des Starrkörpers und ~rs den Ortsvektor seines Massenmittelpunk-
tes (MMP) vom Ursprung des körperfesten Koordinatensystems B. Berechnen lassen sich beide
Gröÿen durch die Beziehungen

m :=

∫
dm und m~rs :=

∫
~r dm.

Als Drehimpuls6 eines Körpers bezogen auf den Ursprung des körperfesten Koordinatensystems
O bezeichnet man den Vektor

~lo :=

∫
~r × ~̇r dm.

Unter Berücksichtigung der Beziehungen (2.2a) und (A.7) kann für den Drehimpuls des Starrkör-
pers ebenfalls eine Gleichung in den Bewegungsgröÿen ~̇ro und ~ω hergeleitet werden:

~lo =

∫ [
~r × (~̇ro + ~ω × ~r)

]
dm = m~rs × ~̇ro +

∫ [
~r × (~ω × ~r)

]
dm

~lo = m~rs × ~̇ro +

∫ [
(~r · ~r)~ω − ~r(~r · ~ω)

]
dm = m~rs × ~̇ro +

∫ [
I(~r · ~r)− ~r ⊗ ~r

]
· ~ω dm

~lo = m~rs × ~̇ro +

∫ [
I(~r · ~r)− ~r ⊗ ~r

]
dm · ~ω = m~rs × ~̇ro +Mo~ω. (2.8)

Darin bezeichnet I die (vektorielle) Einheitsdyade, ~r ⊗ ~r das dyadische Produkt des Vektors ~r
mit sich selbst undMo die auf den Punkt O bezogene Trägheitsdyade des Starrkörpers. Wird der
Drehimpuls auf den Ursprung O des Inertialsystems bezogen, so spricht man auch vom äuÿeren
Drehimpuls

~lo :=

∫ (
~r × ~̇r

)
dm,

der sich mit den Gleichungen (2.1) und (2.7) aus dem Drehimpuls bezogen auf den Punkt O
berechnen lässt:

~lo = ~lo +~ro × ~p. (2.9)

Resultierende Kräfte und Drehkräfte Für die Modellierung äuÿerer Ein�üsse wird ange-
nommen, dass auf das Innere und den Rand des Starrkörpers äuÿere Kraftfelder und ggf. Dreh-
kraftfelder wirken, die sich über alle materiellen Punkte des Körpers summieren lassen:

~f a :=

∫
d~f a, ~d ao :=

∫
~r × d~f a +

∫
d~d a.

Es ergeben sich dabei die (resultierende) äuÿere Kraft ~f a und die (resultierende) äuÿere Dreh-
kraft ~d ao bezogen auf den Punkt O. Die resultierende äuÿere Drehkraft kann auch auf den Ursprung
des Inertialkoordinatensystems bezogen werden. Man erhält so

~d ao :=

∫
~r × d~f a +

∫
d~d a = ~ro ×

(∫
d~f a

)
+

∫
~r × d~f a +

∫
d~d a = ~ro × ~f a + ~d ao . (2.10)

6Der Drehimpuls wird mitunter in der Literatur abweichend de�niert. Siehe hierzu u. a. [RS88].
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Impulserhaltungssätze und Bewegungsgleichungen des Starrkörpers Nach dem Im-
pulserhaltungssatz gleicht die zeitliche Ableitung des Impulses zu jeder Zeit der resultierenden
äuÿeren Kraft am Starrkörper:

~̇p = ~f a. (2.11)

Addieren sich alle am Starrkörper angreifenden Kräfte vektoriell zu Null, so bleibt der Impuls des
Systems unverändert.

Der Drehimpulssatz liefert eine analoge Aussage für den äuÿeren Drehimpuls eines Starrkörpers.
Die zeitliche Änderung des Drehimpulses gleicht der resultierenden äuÿeren Drehkraft, sofern
sowohl der Drehimpuls als auch die Drehkraft auf den gleichen Ursprung eines Inertialsystems
bezogen werden:

~̇lo = ~d ao . (2.12a)

Mit den Gleichungen (2.9), (2.10) und (2.11) lässt sich auch für den Drehimpuls bezogen auf den
Punkt O eine Aussage ableiten:

~̇lo + ~̇ro × ~p = ~d ao . (2.12b)

Die angegebenen Impulserhaltungssätze ermöglichen bereits die Ableitung der Bewegungsglei-
chungen des Starrkörpers. Es erweist sich jedoch als günstig, die zeitliche Ableitung des Drehim-
pulses ~lo bezüglich des mitbewegten Koordinatensystems B anzugeben, da in diesem System die
TrägheitsdyadeMo konstant ist. Aus Gleichung (2.3) ergibt sich die Beziehung

◦

~lo + ~ω ×~lo + ~̇ro × ~p = ~d ao .

Durch Einsetzen von Gleichung (2.7) und (2.8) in die Erhaltungssätze (2.11) und (2.12b) erhält
man unter Ausnutzung der Jacobi-Identität (A.6) des Kreuzproduktes schlieÿlich die (kineti-
schen) Bewegungsgleichungen des ungebundenen Starrkörpers:

(
mI m~~rts
m~~rs Mo

)
·
(
~̇vo
~̇ω

)
+

(
m~ω × (~ω × ~rs)
~ω × (Mo · ~ω)

)
=

(
~f a

~d ao

)
. (2.13)

Dabei bezeichnet ~~rs die Kreuzproduktdyade des Vektors ~rs (vergleiche hierzu Anhang A.1) und
~vo := ~̇ro die translatorische Geschwindigkeit des Bezugspunktes. Die Gleichungen (2.13) wer-
den Newton-Euler-Gleichungen genannt, denn sie enthalten als Spezialfälle sowohl das New-
tonsche Grundgesetz bei verschwindender Drehbewegung in der oberen Zeile als auch die Eu-
lerschen Kreiselgleichungen bei ruhendem Referenzpunkt in der unteren Zeile.

Kinematische Di�erentialgleichungen Die Newton-Euler-Gleichungen beschreiben die
Bewegung des Starrkörpers nicht vollständig. Hinzu kommen die kinematischen Di�erentialglei-
chungen der Translation und Rotation. Als Geschwindigkeitskoordinaten dienen dabei die Koor-
dinaten der Vektoren ~̇ro und ~ω im körperfesten Koordinatensystem B:

$s :=
(
~̇ro|

t

B ~ω|tB
)
t

=:
(
vto ωt

)
t

.
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Die Parametrisierung der Lage erfolgt durch beliebige Drehparameter qr und die Koordinaten des
Ortsvektors ~ro bezüglich des Inertialkoordinatensystems:

qs =
(
~ro|tJ q

t

r

)
t

=:
(
rto qt

r

)
t

.

Zusammen mit den Gleichungen (2.5) und (2.6) der Drehbewegung ergeben sich dann die ki-
nematischen Di�erentialgleichungen des Starrkörpers, die sich im Allgemeinen als System von
Algebrodi�erentialgleichungen notieren lassen, und zwar in der Form:

q̇s =

(
ṙo
q̇r

)
=

(
R 0
0 Brf(qr)

)(
vo
ω

)
=: Bsf(qs)$s (2.14a)

und
cs(qs) = cr(qr) = 0. (2.14b)

Kinetische Energie des Starrkörpers Abschlieÿend wird noch ein Ausdruck für die kineti-
sche Energie eines Starrkörpers angegeben. Jedem mechanischen System lässt sich eine kinetische
Energie

T :=
1

2

∫
~̇r · ~̇r dm

zuordnen. Durch Einsetzen der Beziehung (2.2a) kann die kinetische Energie in drei Anteile auf-
geteilt werden, einen translatorischen (Ttrans), einen rotatorischen (Trot) und einen gemischten
Anteil (Tw):

T =
1

2

(∫
~̇r 2
o dm+ 2

∫
~̇ro · (~ω × ~r) dm+

∫
(~ω × ~r)2 dm

)

T =
1

2
m~̇r 2

o

︸ ︷︷ ︸
Ttrans

+m~̇ro · (~ω × ~rs)
︸ ︷︷ ︸

Tw

+
1

2

∫
(~ω × ~r)2 dm

︸ ︷︷ ︸
Trot

.

Der Ausdruck der rotatorischen kinetischen Energie kann schlieÿlich unter Nutzung von (A.12)
weiter vereinfacht werden:

Trot =
1

2

∫
(~ω × ~r) · (~ω × ~r) dm =

1

2

∫ (
(~ω · ~ω)(~r · ~r)− (~ω · ~r)(~r · ~ω

)
dm

Trot =
1

2
~ω ·
∫ (
I(~r · ~r)− ~r ⊗ ~r

)
dm · ~ω = 1

2 ~ω · Mo · ~ω.
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2.1.3. Bindungen zwischen Starrkörpern

Neben inneren Bindungen, die die Lage und Bewegung der materiellen Punkte innerhalb eines
Körpers beschränken, sind äuÿere Bindungen für das Zusammenwirken verschiedener Körper in-
nerhalb eines mechanischen Systems von sehr groÿer Bedeutung. Mathematisch lassen sich alle
diese Einschränkungen an die Lage oder die Bewegung der Körper als Zwangsbedingungen formu-
lieren. Hierzu seien die Parameter zur Beschreibung der jeweiligen Lage aller beteiligten Körper
in dem Vektor q zusammengefasst.

Die auftretenden Zwangsbedingungen können bezüglich verschiedener Kriterien kategorisiert wer-
den. Einseitige Bindungen zeichnen sich durch eine richtungsabhängige Beschränkung aus und
lassen sich mathematisch durch eine Ungleichung der Form c(q, q̇, t) ≤ 0 charakterisieren. Dem ge-
genüber stehen zweiseitige Bindungen, die keine Richtungsabhängigkeit aufweisen und sich durch
eine Gleichung der Form c(q, q̇, t) = 0 beschreiben lassen.

Zwangsbedingungen lassen sich ferner nach ihrer Zeitabhängigkeit unterscheiden. Verändert sich
eine Bindung über der Zeit, wird sie zeitvariant oder rheonom7 genannt. Mathematisch äuÿert
sich eine solche Eigenschaft in einer expliziten Zeitabhängigkeit der Zwangsbedingung. Bindun-
gen, die keiner Zeitabhängigkeit unterliegen, werden als zeitinvariant oder skleronom8 bezeichnet.
Ein mechanisches System, das keinerlei rheonomen Zwangsbedingungen unterworfen ist, wird im
Folgenden skleronom bzw. zeitinvariant genannt.

Eine weitere wichtige Unterscheidung ist die zwischen geometrischen und kinematischen Bindun-
gen. Eine geometrische Bindung liegt dann vor, wenn die Zwangsbedingung ausschlieÿlich auf
Lageebene formuliert werden kann und keine Abhängigkeit von den Zeitableitungen der Lageko-
ordinaten q beinhaltet. Sie lässt sich im Falle zweiseitiger Bindungen stets in der Form c(q, t) = 0
angeben. Tritt in einer Zwangsbedingung eine explizite Abhängigkeit von den Zeitableitungen q̇
auf, so wird die Bindung kinematisch genannt. In der Mechanik sind ausschlieÿlich kinematische
Bindungen bekannt [Ham49, Gol91], bei denen die Geschwindigkeitsterme a�n in den Zwangsbe-
dingungen auftreten.

Kinematische Zwangsbedingungen lassen sich weiterhin bezüglich ihrer Integrierbarkeit unter-
scheiden. Diejenigen kinematischen Zwangsbedingungen, die sich durch Integration in geome-
trische Zwangsbedingungen überführen lassen oder für die ein integrierender Faktor existiert,
werden, wie auch die geometrischen Zwangsbedingungen selbst, als holonome9 Bindungen be-
zeichnet. Existiert für eine kinematische Zwangsbedingung kein solcher integrierender Faktor, so
wird sie nichtholonom genannt. Lassen sich sämtliche Zwangsbedingungen als holonome Bindun-
gen angeben, so wird das mechanische System holonom genannt, andernfalls nichtholonom. Die
Untersuchung, ob ein System mit gegebenen Zwangsbedingungen holonom ist, ist allerdings nicht
trivial (siehe hierzu [Woe11]).

7Abgeleitet aus dem Griechischen: �rheos� = ��ieÿend�, �nomos� = �Gesetz�.
8Ebenfalls angelehnt an das Griechische �skleros� = �starr� und �nomos� = �Gesetz�.
9Der Ursprung des Wortes holonom liegt ebenfalls im Griechischen und bedeutet �ganz gesetzlich�.
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2.2. Einführung in die Motorrechnung nach Richard von Mises

In diesem Unterkapitel wird das 1924 von Richard von Mises publizierte Konzept der Mo-
torrechnung vorgestellt, dessen Wurzeln bereits Mitte des 19. Jahrhunderts in den Anfängen der
Schraubentheorie zu �nden sind (vergleiche Abschnitt 3.1). Dabei wird nach einer kurzen Moti-
vation eine algebraische De�nition von Motoren vorgestellt, die im Unterschied zur klassischen
Einführung [vM24a] über geometrische Objekte den Feldcharakter eines Motors hervorhebt. Auf
dieser De�nition aufbauend gelingt es, alle auf Richard von Mises zurückgehenden Operatio-
nen konsistent einzuführen und durch eine Vielzahl von Beispielen und zusätzlichen Erläuterungen
für die praktische Anwendung aufzuarbeiten. Den Abschluss dieses Unterkapitels bildet die An-
wendung der eingeführten Motorrechnung zur Beschreibung der Bewegung eines ungebundenen
Starrkörpers, dessen Bewegungsgleichungen die Grundlage der nachfolgenden Kapitel darstellen.

2.2.1. Motivation: Betrachtung der Starrkörperbewegung

Die Bewegung eines Körpers ist zu jedem Zeitpunkt t durch die momentane Geschwindigkeit ~̇r aller
seiner materiellen Punkte gegeben. Bei einem Starrkörper ist die Bewegung besonders einfach und
durch Gleichung (2.2a) vollständig beschrieben. Erweitert man den De�nitionsbereich von Glei-
chung (2.2a) über die Grenzen des Starrkörpers hinaus auf alle Punkte des Anschauungsraumes,
so ergibt sich ein Vektorfeld über dem R3. Charakterisieren lässt sich dieses Vektorfeld, bei Wahl
eines beliebigen körperfesten Bezugspunktes O, durch zwei Vektoren: zum einen die translatorische
Geschwindigkeit ~̇r0 des mitbewegten Bezugspunktes und zum anderen den Drehvektor ~ω, der die
Drehung des mitbewegten Bezugskoordinatensystems beschreibt. Es liegt also nahe, das Vektorfeld
zur Beschreibung der Starrkörperbewegung durch zwei Vektoren zu identi�zieren. Diese Beschrei-
bung hat jedoch den Nachteil, dass von vornherein ein Bezugspunkt festgelegt werden muss, des-
sen konkrete Wahl keinen Ein�uss auf das zu beschreibende Vektorfeld hat. Wünschenswert wäre
daher eine Charakterisierung, die ohne die Festlegung eines konkreten Bezugspunktes auskommt.

PSfrag replaements
~rnO
~ω

~̇ro ~̇rn~̇rn
N

Abbildung 2.2.: Schraubbewegung

Bevor eine De�nition geeigneter mathematischer Objekte
folgt, die dieser Anforderung gerecht werden, soll zunächst
eine weitere Eigenschaft dieses Vektorfeldes erwähnt werden.
Zu jedem Zeitpunkt t lassen sich für ein solches Vektorfeld
Punkte �nden, bei denen der Geschwindigkeitsvektor ~̇r = ~̇rn
parallel zur Richtung des Drehvektors ~ω verläuft. Falls der
Drehvektor ~ω nicht betragsmäÿig verschwindet, liegen alle
diese Punkte auf einer Geraden N parallel zu ~ω. Die Bewe-
gung des Starrkörpers lässt sich daher als Schraubung um
eine zeitveränderliche Achse interpretieren. Da am Starrkör-
per noch weitere physikalische Gröÿen mit ähnlichen Eigen-
schaften existieren, wird in den folgenden Abschnitten ein
Konzept vorgestellt, das dem Charakter der Starrkörperbe-
wegung Rechnung trägt und dadurch in die Lage versetzt,
Bewegungsgleichungen in einfachster und gleichzeitig allge-
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meinster Form darzustellen. Das Konzept basiert auf der Einführung von Motoren und stammt
ursprünglich von Richard von Mises. Die Bezeichnung �Motor� geht bereits auf E. Study
zurück [Stu03], stammt aus dem Lateinischen und kann mit �der Beweger� übersetzt werden.

2.2.2. De�nition und Eigenschaften

Motoren lassen sich auf vielfältige Weise einführen. Während Richard von Mises Motoren zu-
nächst als Äquivalenzklasse geometrischer Objekte de�nierte, soll hier ein anderer Weg beschritten
werden, bei dem Motoren mit Vektorfeldern identi�ziert werden.

Ein Motor h lässt sich demnach vollständig durch die Angabe eines Vektorfeldes ~h : R3 → R3

charakterisieren, das folgende Eigenschaft erfüllt: Für jeden Motor existiert ein Vektor ~g derart,
dass für zwei beliebige Punkte P und Q des Anschauungsraumes die Gleichung

~h(Q) = ~h(P ) + ~g × #    –

PQ (2.15)

erfüllt wird. Die Menge aller so konstruierten Vektorfelder erzeugt die Menge aller möglichen
MotorenM.

Der Vektor ~h(P ) wird Moment des Motors am Punkt P genannt, der Vektor ~g als Resultantvektor
bezeichnet. Falls der Resultantvektor verschwindet (~g = ~0), heiÿt h uneigentlicher Motor , andern-
falls eigentlicher Motor . Für jeden Motor existieren Punkte, an denen das Moment des Motors
parallel zum Resultantvektor ~g verläuft. Bei eigentlichen Motoren liegen alle diese Punkte auf
einer Geraden N , der sog. Motorachse, und besitzen das gleiche Moment ~hn. Diese anschauliche
Eigenschaft eines Motors wird in späteren Abschnitten ausschlaggebend sein, den Motor gra�sch
als Doppelpfeil auf der momentanen Motorachse darzustellen.

Bemerkung. Sowohl das Vektorfeld als auch die Motorachse sind dabei als �raumfest� zu be-
trachten und hängen weder von der Wahl eines Bezugspunktes zur Angabe der Ortsvektoren noch
von einem konkreten Koordinatensystem zur Darstellung der Vektoren ab.

Wählt man jedoch einen beliebigen Bezugspunkt O, so lassen sich die Punkte P und Q mit ihren
entsprechenden Ortsvektoren ~rP =

#    –

OP bzw. ~rQ =
#    –

OQ identi�zieren. Aus Gleichung (2.15) ergibt
sich dann das Moment des Motors für jeden beliebigen Punkt P zu

~h(~rP ) = ~ho + ~g × ~rP . (2.15a)

Das Moment am Bezugspunkt O wird darin mit ~ho gekennzeichnet. Für die Motorachse lässt sich
die folgende Parameterdarstellung angeben (vergleiche Abbildung 2.2 mit ~ω = ~g, ~̇ro = ~ho und
~̇rn = ~hn):

~rn(λ) =
~g × ~ho
|~g|2

+ λ~g mit λ ∈ R.

Damit gilt für alle Punkte auf der Motorachse

~h(~rn) = ~ho + ~g × ~rn = ~ho + ~g ×
(
~g × ~ho
|~g|2

+ λ~g

)
= ~ho +

~g · ~ho
|~g|2

~g − |~g|
2

|~g|2
~ho =

~g · ~ho
|~g|2

~g.
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Das Moment ~hn := ~h(~rn) des Motors auf seiner Motorachse N ist somit konstant und parallel
zum Resultantvektor ~g. Mit

~g · ~ho = ~g ·
(
~ho + ~g × ~r

)
= ~g · ~h(~r)

zeigt sich zudem, dass der Vektor ~hn für beliebige Punkte des Vektorfeldes gerade der ortho-
gonalen Projektion des Momentenvektors ~h(~r) auf die Motorachse entspricht. Der Betrag des
Momentenvektors ~h(~r) nimmt folglich auf der Motorachse sein Minimum an.

In Gleichung (2.15a) ist erkennbar, dass das dem Motor zugeordnete Vektorfeld auf dem An-
schauungsraum R3 entlang aller Raumrichtungen stetig partiell di�erenzierbar ist. Bildet man
die Rotation des Vektorfeldes

rot(~h)(~r) = rot(~ho + ~g × ~r)(~r) = rot(~g × ~r)(~r) = 2~g,

so ergibt10 sich gerade der doppelte Resultantvektor als Invariante des Vektorfeldes.

Bei der hier eingeführten Notation wird nur aus didaktischen Gründen zwischen dem Motor h
in Fraktalschrift und dem ihm zugeordneten Vektorfeld ~h, gekennzeichnet durch den gleichen
Buchstaben in romanischer Schrift mit Vektorpfeil, unterschieden. Vor allem im Hinblick auf die
spätere Angabe der Komponenten soll diese Notation helfen, den Motor als abstraktes Objekt zu
verstehen, das unabhängig von der Angabe eines Bezugspunktes existiert. Durch die Festlegung
des Vektorfeldes ~h ist der Motor jedoch eindeutig bestimmt.

Zur Angabe eines konkreten Motors muss demnach das Vektorfeld, gegeben durch die Momen-
tenvekoren ~h(~r) aller Raumpunkte, geeignet spezi�ziert werden. Die speziellen Eigenschaften des
Motors ermöglichen es dabei, das Vektorfeld durch eine endliche Anzahl von Parametern zu cha-
rakterisieren. Es bieten sich dafür verschiedene Möglichkeiten an.

In Anlehnung an die Schraubentheorie [Bal00], lässt sich das entstehende Vektorfeld durch seine
anschaulichen Anteile, der Schraube11 � bestehend aus Motorachse N und Steigung γ (�pitch�)
� sowie der Amplitude (�wrench� bzw. �twist�) eindeutig beschreiben. Aus der Geometrie ist
bekannt, dass die Angabe einer raumfesten Geraden, hier der Motorachse, in einem gegebenen
Koordinatensystem genau vier skalarer Gröÿen bedarf. Zusammengefasst lässt sich der Motor
folglich durch sechs skalare Gröÿen beschreiben. Der Nachteil dieser Art der Parametrisierung ist,
dass sich mit ihr wenig vorteilhaft rechnen lässt.

Günstiger hat sich eine andere Art der Beschreibung erwiesen, bei der neben der Richtung der
Motorachse, d. h. dem Resultantvektor ~g, der Momentenvektor ~ho für einen beliebig gewählten
Bezugspunkt O angegeben wird. Als Projektionen bezüglich dreier Koordinatenachsen ergeben
sich somit ebenfalls sechs skalare Gröÿen, mit denen sich bei einheitlich gewähltem Bezugspunkt
sehr vorteilhaft rechnen lässt. Die beiden Vektoren ~ho und ~g werden daher als Komponenten des
Motors (bezüglich O) bezeichnet. Bei festgelegtem Bezugspunkt beschreiben sie das Vektorfeld
eindeutig und können daher zur Identi�zierung eines Motors dienen.

10Das Ergebnis lässt sich in den Koordinaten bezüglich eines orthonormalen Koordinatensystems leicht nachrech-
nen.

11Abgeleitet von dem englischen Ausdruck �screw�.
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2.2.2.1. Alternative De�nitionen

Die bisherige Betrachtung der Motoren als Vektorfeld entspricht nicht der De�nition vonRichard
von Mises. Er führte zunächst die Motoren und alle noch folgenden Operationen auf der Grund-
lage geometrischer Überlegungen ein [vM24a]. Danach lässt sich ein Motor als geordnetes Paar
von Geraden verstehen. Um die Sinnfälligkeit einer solchen De�nition einzusehen, erscheint es an-
gebracht, die Eigenschaften derartiger Geradenpaare zu studieren. Die folgenden Erläuterungen
können anhand Abbildung 2.3 nachvollzogen werden.PSfrag replaements

α

O G1

G2

~g

~hn N

mit tanα = |~g|

Abbildung 2.3.: Geometrische Deutung des Motors

Ein jedes geordnete Geradenpaar (G1,G2) besitzt eine Verbindungsgerade N , die auf jeder der bei-
den Geraden G1 und G2 senkrecht steht. Handelt es sich um ein nicht paralleles Geradenpaar, so
ist die Verbindungsgerade eindeutig bestimmt, während für parallele Geraden unendlich viele der-
artiger Verbindungsgeraden existieren. Jede solche Verbindungsgerade soll in Analogie zu [vM24a]
Motorachse N genannt werden. Die orientierte Strecke vom Schnittpunkt der Motorachse mit der
ersten Geraden G1 zum Schnittpunkt mit der zweiten Geraden G2 kann als Motormoment ~hn auf
der Drehachse gedeutet werden. Der Tangens des Winkels, den die beiden Geraden einschlieÿen,
entspricht betragsmäÿig dem Betrag |~g| des Resultantvektors. Die Richtung des Resultantvektors
ergibt sich aus der Überführung von G1 in G2, die per de�nitionem im mathematisch positiven
Sinn um den Resultantvektor geschehen soll. Die aus der Schraubentheorie bekannte Steigung γ ist
dem Betrage nach gleich dem Verhältnis der Länge des Momentenvektors |~hn| auf der Motorachse
zur Länge des Resultantvektors |~g|.

Erkennbar bestimmt jedes geordnete Geradenpaar eindeutig einen Motor. Alle geordneten Gera-
denpaare, die durch eine Schraubung um ihre Achse ineinander überführt werden können, beschrei-
ben den selben Motor12. Es ist das Verdienst Richard von Mises' sowohl für die Ermittlung
des Motormoments an jedem beliebigen Punkt des Raumes als auch für alle später eingeführten
Rechenoperationen geometrische Konstruktionen angegeben zu haben [vM24a], die allein auf den

12Dies entspricht der geometrischen De�nition des Motors in [vM24a]
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entsprechenden Geradenpaaren basieren. Hier soll auf diese Konstruktionen nicht näher eingegan-
gen werden.

Der Namensgebung von E. Study folgend sollen noch zwei Spezialfälle von Motoren diskutiert
werden. Als Rotor bezeichne man nachfolgend einen Motor, dessen Momentenvektor auf der Mo-
torachse verschwindet. Geometrisch wird er durch zwei sich schneidende Geraden dargestellt.
Charakteristisch für ihn ist, dass das Moment ~h(~r) jedes beliebigen Raumpunktes senkrecht auf
dem Resultantvektor ~g steht. Mithin gilt für alle Punkte des Raumes ~h(~r) · ~g = 0. Der Transla-
tor ist hingegen ein Motor, dessen Resultantvektor der Nullvektor ist. Er lässt sich geometrisch
durch zwei parallele Geraden darstellen. Er besitzt keine eindeutig bestimmte Motorachse und
entspricht dem bereits eingeführten uneigentlichen Motor.

Bevor im nächsten Abschnitt verschiedene Operationen für die neu eingeführten Motoren de�niert
werden, soll noch auf die Gleichheit von Motoren eingegangen werden. Entsprechend der De�nition
werden zwei Motoren h1 und h2 zueinander gleich genannt, wenn die Vektorfelder an allen Punkten
des Raumes übereinstimmen. Man schreibt dann h1 = h2. Mithilfe der De�nition des Motors kann
diese Eigenschaft auch anhand der Komponenten charakterisiert werden. Zwei Motoren sind genau
dann gleich, wenn ihre Komponenten bezüglich desselben Bezugspunktes gleich sind.

2.2.3. Motoralgebra

In den nachfolgenden Absätzen werden für die oben de�nierten Motoren verschiedene Operationen
eingeführt, die das Rechnen mit den zunächst abstrakten Gröÿen ermöglichen. Gegeben seien ein
beliebiger Punkt O des Raumes, ein Skalar α ∈ R und drei Motoren hi für i ∈ {1, 2, 3} jeweils
mit dem Momentenvektor ~hi(~r) und den Komponenten ~gi und ~hoi bezüglich O.

Als erste Operation sei die Addition zweier Motoren h1 und h2 als punktweise Vektoraddition
auf den zugeordneten Vektorfeldern ~h1 und ~h2 erklärt. Für das der Summe h1 + h2 zugeordnete
Vektorfeld (~h1 + ~h2) gilt somit

(~h1 + ~h2)(~r) = ~h1(~r) + ~h2(~r).

Neutrales Element der Addition ist der sog. Nullmotor 0, dessen Komponenten Nullvektoren sind.

Die Multiplikation eines Motors h1 mit einem Skalar α wird ebenfalls punktweise auf dem Vek-
torfeld de�niert als Multiplikation eines jeden Momentenvektors mit dem Skalar α. Es ergibt sich
αh1 mit

(α~h1)(~r) = α~h1(~r).

Das neutrale Element ist in Übereinstimmung mit der Vektorrechnung der Skalar α = 1. Durch
die Rückführung auf die punktweise Anwendung von Vektoroperationen lässt sich nun zeigen, dass
die Menge der Motoren mit den eingeführten Operationen ein Vektorraum (über dem Körper der
reellen Zahlen) ist.

Basierend auf der Linearität von Gleichung (2.15a) in den Komponenten des Motors lassen sich
die eben eingeführten Operationen direkt auf die Komponenten übertragen.

α~h1(~r) + ~h2(~r) = (α~ho1 + ~ho2) + (α~g1 + ~g2)× ~r.
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Betrachtet man die Komponenten des Motors als geordnetes Paar von Vektoren, so wird die
Menge aller derartigen Tupel durch die eingeführte Addition und Multiplikation mit einem Skalar
ebenfalls zu einem Vektorraum (über dem Körper der reellen Zahlen). Es bietet sich daher an,
den Motor unter Angabe des Bezugspunktes in folgender Weise (als �Vektor von Vektoren�) zu
notieren

h|O :=

(
~g
~ho

)
. (2.16)

Für die Komponentendarstellung der Addition und der Multiplikation mit einem Skalar gilt somit:

α~h1(~r) + ~h2(~r)
∣∣∣
O

=

(
α~g1 + ~g2

α~ho1 + ~ho2

)
.

Ergänzt werden diese beiden Operationen durch zwei weitere Produkte. Zur Einführung des ska-
laren Produktes13 der beiden Motoren h1 und h2 betrachte man zunächst das Skalarfeld

1

2

(
rot(~h1) · ~h2 + rot(~h2) · ~h1

)
= ~g1 · ~h2 + ~g2 · ~h1.

Mithilfe von Gleichung (2.15a) lässt sich zeigen, dass dieses Skalarfeld an jedem Punkt ~r den
gleichen Wert annimmt, denn mit der Beziehung ~g2 · (~g1×~r) = −~g1 · (~g2×~r) (vergl. Anhang A.1)
folgt für beliebige Punkte des Raumes

~g1 · ~h2(~r) + ~g2 · ~h1(~r) = ~g1 · (~ho2 + ~g2 × ~r) + ~g2 · (~ho1 + ~g1 × ~r) = ~g1 · ~ho2 + ~g2 · ~ho1.

Damit lässt sich das Ergebnis des skalaren Produktes zweier Motoren tatsächlich als ein vom
Bezugspunkt unabhängiger Skalar deuten, dessen Wert als skalares Produkt zweier Motoren be-
zeichnet wird. Aus dieser kurzen Rechnung resultiert gleichsam eine Vorschrift zur Berechnung
des skalaren Produktes bei Angabe des Motors in seinen Komponenten:

h1 · h2 := ~g1 · ~h2(~r) + ~g2 · ~h1(~r) = ~g1 · ~ho2 + ~g2 · ~ho1.

Als motorisches Produkt oder kurz Motorprodukt der beiden Motoren h1 und h2 bezeichne man
die Abbildung

h1 × h2 :=
∂~h1

∂~r
· ~h2 −

∂~h2

∂~r
· ~h1 = [~h2,~h1],

deren Ergebnis ein Motor ist, wobei [·, ·] die aus der Di�erentialgeometrie bekannte Lie-Klammer
bezeichnet [AMR88]. Aus der angegebenen Darstellung wird nicht sofort ersichtlich, ob es sich
dabei tatsächlich um einen Motor handelt. Um dies einzusehen, muss Gleichung (2.15a) bezüglich
des Vektors ~r abgeleitet und in obige De�nition eingesetzt werden. Mit (A.2) ergibt sich zunächst

∂~h1

∂~r
· ~h2 −

∂~h2

∂~r
· ~h1 =

∂~h1

∂~r︸︷︷︸
~~g1

·~h2 −
∂~h2

∂~r︸︷︷︸
~~g2

·~h1 = ~g1 × ~h2 − ~g2 × ~h1.

13Auf das Wort Skalarprodukt wird bewusst verzichtet, da das angegebene Produkt nicht alle Eigenschaften eines
Skalarproduktes im herkömmlichen Sinne erfüllt (vergleiche [AE98]). So folgt aus h1 · h1 = 0 nicht notwendi-
gerweise, dass h1 = 0 ist.
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Für beliebige Ortsvektoren ~r gilt dann

~g1 × ~h2(~r)− ~g2 × ~h1(~r) = ~g1 × (~ho2 + ~g2 × ~r)− ~g2 × (~ho1 + ~g1 × ~r)
~g1 × ~h2(~r)− ~g2 × ~h1(~r) = (~g1 × ~ho2 − ~g2 × ~ho1) + ~g1 × (~g2 × ~r)− ~g2 × (~g1 × ~r)
~g1 × ~h2(~r)− ~g2 × ~h1(~r) = (~g1 × ~ho2 − ~g2 × ~ho1) + (~g1 × ~g2)× ~r.

Damit genügt das entstandene Vektorfeld tatsächlich Gleichung (2.15a). Es handelt sich folglich
um einen Motor mit den Komponenten

h1 × h2|O =

(
~g1 × ~g2

~g1 × ~ho2 − ~g2 × ~ho1

)
.

Bemerkung. Durch Einführung des motorischen Produktes wird der Vektorraum der Motoren
zu einer sog. Lie-Algebra14. Charakteristisch für eine Lie-Algebra ist neben der speziellen Struktur
eines Vektorraums eine zweistellige Verknüpfung (hier das motorische Produkt), deren Ergebnis
wieder im Vektorraum liegt und folgende Eigenschaften erfüllt:

1. Die Bilinearität des Motorproduktes: sie erfordert die Linearität in beiden Argumenten:

(αh1 + h2)× h3 = αh1 × h3 + h2 × h3 und h1 × (αh2 + h3) = αh1 × h2 + h1 × h3.

2. Die Schiefkommutativität des motorischen Produktes:

h1 × h2 = −h2 × h1.

3. Das motorische Produkt genügt der Jacobi-Identität, d. h.

h1 × (h2 × h3) + h2 × (h3 × h1) + h3 × (h1 × h2) = 0.

Unter Zuhilfenahme geeigneter Regeln der Vektoralgebra lassen sich diese Eigenschaften für das
motorische Produkt nachweisen.

Zusammenfassend können für die bisher de�nierten Operationen folgende Rechenregeln (hier ohne
Beweise) angegeben werden:

h1 · h2 = h2 · h1 h1 × h2 = −h2 × h1

h1 · (h2 + h3) = h1 · h2 + h1 · h3 h1 × (h2 + h3) = h1 × h2 + h1 × h3

(αh1) · h2 = α(h1 · h2) (αh1)× h2 = α(h1 × h2)

h1 · (h2 × h3) = h2 · (h3 × h1) = h3 · (h1 × h2).

Im nächsten Abschnitt folgen nun einige Sätze zu Eigenschaften von Motoren, die im späteren
Verlauf wichtig sein werden. Deren Beweise lassen sich entweder nachrechnen oder können in
[vM24a] oder [Bra47] nachgelesen werden.

14Benannt nach dem Mathematiker Sophus Lie (1842�1899).
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2.2.3.1. Wichtige Sätze und Eigenschaften der eingeführten De�nitionen und

Operationen

Satz 2.1 Sei h ein Rotor mit dem Resultantvektor ~g und dem Momentvektor ~h(~r) bezüglich eines
beliebigen Punktes P des Raumes. Dann gilt

~g · ~h(~r) = 0. (2.17)

Der Momentvektor eines Rotors steht folglich an jedem beliebigen Punkt des Raumes senkrecht
auf dem Resultantvektor.

Bemerkung. Die Umkehrung gilt nicht, da auch bei Translatoren das Produkt ~g ·~h(~r) verschwin-
det.

Satz 2.2 Die Summe zweier Rotoren ist dann und nur dann ein Rotor, wenn die Motorachsen
beider Rotoren in einer Ebene liegen und die Summe beider Resultantvektoren nicht verschwindet.
Falls die Motorachsen nicht parallel sind, verläuft die Motorachse des Summenrotors durch den
Schnittpunkt beider Rotoren. Falls sie parallel sind, ist die Motorachse des Summenrotors ebenfalls
parallel zu den beiden Motorachsen. Das Verhältnis des Abstands der beiden Motorachsen zur
Motorachse des Summenrotors gleicht dann dem reziproken Verhältnis der Längen der beiden
Resultantvektoren.

Satz 2.3 Hingegen ist die Summe zweier paralleler Rotoren, deren Resultantvektoren sich zum
Nullvektor addieren, ein Translator mit dem Moment ~r12×~g. Dabei bezeichnet ~r12 den Ortsvektor,
der von einem Punkt der Motorachse des ersten Rotors zu einem Punkt auf der Motorachse des
zweiten Motors zeigt.

Satz 2.4 Das skalare Produkt zweier Motoren verschwindet dann und nur dann, wenn einer der
folgenden Fälle eintritt:

a) einer der beiden Motoren ist der Nullmotor,

b) beide Motoren sind uneigentliche Motoren (Translatoren),

c) beide Motorachsen schneiden sich im rechten Winkel15 oder

d) die Resultantvektoren ~g1 und ~g2 stehen nicht senkrecht aufeinander und erfüllen folgende
Beziehung:

γ1 + γ2 = d tan(](~g1, ~g2)), (2.18)

wobei γ1, γ2 jeweils die Steigung der den Motoren zugeordneten Schrauben bezeichne (ver-
gleiche Abschnitt 2.2.2.1) und d den kürzesten Abstand der beiden Motorachsen.

Korollar (1) Das skalare Produkt zweier Rotoren verschwindet dann und nur dann, wenn deren
Achsen in einer Ebene liegen. Denn für Rotoren gilt: γ1 = γ2 = 0. Aus (2.18) folgt direkt, dass
die Motorachsen sich entweder schneiden (d = 0) oder parallel zueinander verlaufen müssen
(tan(](~g1, ~g2)) = 0)

Korollar (2) Die Motorachsen zweier eigentlicher Motoren schneiden sich genau dann im rechten
Winkel zueinander, wenn die skalaren Produkte der beiden Motoren und der zugehörigen Resul-
tantvektoren verschwinden. Die Aussage entspricht direkt Fall c).
15Falls einer der beiden Motoren ein uneigentlicher Motor (Translator) ist, dann existieren Motorachsen des Trans-

lators, die sich senkrecht mit der anderen Motorachse schneiden.
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Korollar (3) Kann einer der beiden Motoren beliebige Werte annehmen, so kann das skalare
Produkt nur dann verschwinden, wenn es sich beim jeweils anderen Motor um den Nullmotor
handelt.

Satz 2.5 Das Motorprodukt zweier eigentlicher Motoren verschwindet genau dann, wenn deren
Motorachsen zusammenfallen16.

2.2.3.2. Basis und Einheitsmotoren

Wie bereits erwähnt, bildet die Menge aller Motoren M einen Vektorraum (über dem Körper
der reellen Zahlen). Die Dimension dieses Vektorraumes ist durch die maximale Anzahl linear
unabhängiger Motoren gegeben. Anhand der Darstellung des Motors in seinen Komponenten
lässt sich erkennen, dass die Dimension des Vektorraumes sechs beträgt. Jeder Satz von sechs
linear unabhängigen Motoren bildet daher eine Basis inM. Bezüglich einer Basis lässt sich jeder
Motor eindeutig in der Form

h = h1h1 + h2h2 + h3h3 + h4h4 + h5h5 + h6h6 (2.19)

darstellen (siehe [Gan86]). Die linear unabhängigen Motoren hi werden Basismotoren genannt,
die reellen Konstanten hi (i = 1, . . . , 6) Koordinaten des Motors bezüglich der gewählten Basis.
Die Bestimmung der Koordinaten hi gelingt mithilfe des skalaren Produktes. Multipliziert man
Gleichung (2.19) skalar mit jedem der Basismotoren durch, entsteht ein lineares Gleichungssystem
in den Koordinaten hi:



h1 · h1 · · · h1 · h6

...
...

h6 · h1 · · · h6 · h6






h1
...
h6


 =



h1 · h
...

h6 · h


 .

Notwendig und hinreichend dafür, dass dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutige Lösung
liefert, ist, dass die Koe�zientenmatrix (hi · hj)i,j regulär ist. Sie ist genau dann regulär, wenn
ihre Zeilen linear unabhängig sind, wenn also die Linearkombination der sechs Zeilen nur dann
verschwindet

6∑

i=1

αi
(
hi · h1 · · · hi · h6

)
= 0,

falls alle αi (i = 1, . . . , 6) selbst verschwinden. Dies ist in der Tat der Fall, denn multipliziert
man die Gleichung von rechts mit einem beliebigen Vektor

(
β1 · · · β6

)
t

durch, so folgt aus der
Linearität des skalaren Produktes:

6∑

j=1

βj

(
6∑

i=1

αihi · hj
)

=




6∑

i=1

αihi


 ·




6∑

j=1

βjhj


 = 0.

Da die Motoren hj aber eine Basis bilden, lässt sich mit
∑6

j=1 βjhj jeder beliebige Motor erzeu-

gen, sodass die Gleichung nach Korollar (3) zu Satz 2.4 nur erfüllt werden kann, wenn
∑6

i=1 αihi

16Falls einer der Motoren ein uneigentlicher ist, existiert eine Achse des uneigentlichen Motors, die mit der Achse
des anderen Motors zusammen fällt. Alle weiteren Motorachsen des uneigentlichen Motors liegen parallel dazu.
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verschwindet. Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Motoren hi folgt nun aber, dass alle
αi verschwinden müssen, womit die lineare Unabhängigkeit der Zeilen der Koe�zientenmatrix
(hi · hj)i,j gezeigt ist. Die Koordinaten hi lassen sich mithin eindeutig ermitteln. Beim prakti-
schen Rechnen mit Motoren wird man, anstelle einer allgemeinen Basis, oftmals einen konkreten
Bezugspunkt wählen und die Komponenten des Motors dann bezüglich eines gegebenen Koordi-
natensystems F angeben. Dies soll in den nachstehenden Abschnitten durch folgende Notation
zum Ausdruck gebracht werden:

h|F :=

(
~g|F
~ho|F

)
=



h1
...
h6


 .

In den meisten Fällen erweist sich ein Koordinatensystem mit orthogonalen Einheitsvektoren als
besonders zweckmäÿig, da sich die Koordinaten des Motors bezüglich einer solchen Basis besonders
einfach ermitteln lassen.

Bei der Einführung des skalaren Produktes wurde bereits erwähnt, dass es sich dabei um kein
Skalarprodukt (im mathematischen Sinne) handelt, da es keine Norm auf dem Vektorraum in-
duziert. Für die De�nition von Einheitsmotoren wäre es jedoch zweckmäÿig, wenn man ein Maÿ
für die �Länge� eines Motors zugrunde legen würde. Dies erweist sich jedoch als schwierig. Der
Darstellung [vM24a] folgend, sollten bei der Einführung von Einheitsmotoren zwei Fälle unter-
schieden werden. Für den Fall eigentlicher Motoren bietet sich das Konzept der Schraube an,
gegeben durch ihre Achse N und ihre Steigung γ, wobei eine sechste Gröÿe zur Skalierung des
Motors o�en bleibt. Der Fall uneigentlicher Motoren kann damit jedoch nicht abgedeckt werden17.
Deshalb sollten zu den möglichen Schrauben alle möglichen Translatoren ergänzt werden, deren
Momentvektor die Länge eins besitzt. Formal ergibt sich damit folgende De�nition: Unter einem
Einheitsmotor verstehe man

a) einen eigentlichen Motor, dessen Resultantvektor die Länge eins besitzt: |~g| = 1,

oder

b) einen uneigentlichen Motor, dessen Momentvektor die Länge eins besitzt: |~h(~r)| = 1.

Dieser De�nition entsprechend, lässt sich ein Funktional l :M→ R de�nieren, das jeden Motor h
mit den Komponenten ~g und ~h(~r) auf einen positiven reellen Wert18 abbildet:

l(h) :=

{
|~g| falls |~g| 6= 0

|~h(~r)| sonst.

Das angegebene Funktional erfüllt jedoch nicht die Forderungen einer Norm19, da es die Dreiecks-
ungleichung im Allgemeinen nicht erfüllt. Ein Gegenbeispiel liefern die zwei Motoren

h1|P =

(
~ex
3~ex

)
und h2|P =

(
−~ex
4~ey

)
mit h1 + h2|P =

(
~0

3~ex + 4~ey

)

17Er entspräche einer �unendlichen� Steigung der zugehörigen Schraube.
18Man beachte, dass das angegebene Funktional tatsächlich unabhängig von der Wahl des Bezugspunktes und der

Basis zur Darstellung der Motorkoordinaten ist.
19Eine Norm muss die in [AE98, S. 160] angegebenen Eigenschaften erfüllen.
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sowie |~ex| = |~ey| = 1, ~ex · ~ey = 0, denn für sie gilt o�enbar

l(h1) + l(h2) = 2 < l(h1 + h2) = 5.

Es erweist sich damit als ungeeignet, bei l(h) von der �Länge� des Motors zu sprechen.

2.2.3.3. Motordyaden

In Analogie zur Vektorrechnung lassen sich für die Motorrechnung ebenfalls Dyaden als lineare
Funktionen einführen, aus denen bei Anwendung auf einen Motor wiederum ein Motor resultiert.
Eine Motordyade ist also eine Abbildung D :M→M mit

D(αh1 + h2) = αD(h1) + D(h2) für α ∈ R und h1, h2 ∈M.

Gegeben sei das Produkt h1(h2 ·h3), dessen Ergebnis linear in den Komponenten aller drei Motoren
ist. Betrachtet man dieses Dreifachprodukt nun als lineare Abbildung, die auf das letzte Argument
h3 wirkt, so stellt sich die Frage, welche Form die zugehöre Dyade annimmt. Die entsprechende
Abbildung wird in Anlehnung an [vM24a] als (erstes) dyadisches Produkt der Motoren h1 und h2

bezeichnet und wie folgt de�niert:

h1 ⊗ h2 :M→M
h3 7→ h1(h2 · h3).

Das Ergebnis dieser Abbildung besitzt die gleiche Achse und die gleiche Steigung wie der Motor
h1. Bei der Anwendung wirkt der Motor h2 entsprechend der De�nition des skalaren Produktes
auf h3, sodass die Schreibweise

(h1 ⊗ h2) · h3 = h1 ⊗ h2 · h3 = h1(h2 · h3)

gerechtfertigt erscheint.

In Übereinstimmung mit dem ursprünglich betrachteten Dreifachprodukt von Motoren kann im
nächsten Schritt die Summe und die Multiplikation mit einem Skalar für die so entstandene Dyade
eingeführt werden:

(αh1 ⊗ h2 + h3 ⊗ h4)(h5) := α(h1 ⊗ h2)(h5) + (h3 ⊗ h4)(h5) = αh1(h2 · h5) + h3(h4 · h5).

Durch die damit de�nierten Operationen ergeben sich neue Dyaden, die sich im Allgemeinen nicht
mehr als ein (erstes) dyadisches Produkt zweier Motoren darstellen lassen. Wird die eben de�nierte
Addition auf eine beliebige Anzahl von Summanden erweitert, so erfüllen die derart eingeführten
Dyaden (zusammen mit der Addition und der Multiplikation mit einem Skalar) die Eigenschaften
eines Vektorraums. Wie in Anhang A.1.4 gezeigt wird, lässt sich allerdings jede Dyade eindeutig als
Linearkombination von (ersten) dyadischen Produkten darstellen. Die eingeführten Operationen
lassen sich daher direkt auf allgemeine Dyaden übertragen.

Für das (erste) dyadische Produkt ergeben sich zusätzlich folgende Rechenregeln:

h1 ⊗ h2 6= h2 ⊗ h1 (h1 + h2)⊗ h3 = h1 ⊗ h3 + h2 ⊗ h3

α(h1 ⊗ h2) = (αh1)⊗ h2 = h1 ⊗ (αh2) h1 ⊗ (h2 + h3) = h1 ⊗ h2 + h1 ⊗ h3.
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Die Zerlegung der Motoren des (ersten) dyadischen Produkts in ihre Komponenten (bezüglich
eines festgelegten Punktes O) liefert eine Komponentendarstellung des dyadischen Produktes:

(h1 ⊗ h2)(h3)|O =

(
~g1

~ho1

)
⊗
(
~g2

~ho2

)
·
(
~g3

~ho3

)
=

(
~g1 ⊗ ~g2 ~g1 ⊗ ~ho2
~ho1 ⊗ ~g2

~ho1 ⊗ ~ho2

)
·
(
~g3

~ho3

)

(h1 ⊗ h2)(h3)|O =

(
~g1

(
~g2 · ~ho3 + ~ho2 · ~g3

)

~ho1
(
~g2 · ~ho3 + ~ho,2 · ~g3

)
)

=

(
~g1

~ho,1

)(
~g2 · ~ho3 + ~ho2 · ~g3

)
.

In dieser Weise lassen sich beliebige Dyaden durch ihre Komponenten bezüglich O darstellen:

D · h|O =

(
D11 D12

D21 D22

)
·
(
~g
~ho

)
=

(
D11 · ~ho +D12 · ~g
D21 · ~ho +D22 · ~g

)
.

Bevor weitere De�nitionen folgen, sollen zunächst zwei Beispiele gezeigt werden, die beim prakti-
schen Rechnen mit Motoren sehr hilfreich sein können.
Beispiel 2.1 (Dyadische Darstellung des motorischen Produktes). Aufgrund der Linearität in beiden
Argumenten lässt sich das motorische Produkt als Dyade darstellen:

h̃1 · h2|O := h1 × h2|O =

(
~g1
~ho1

)
×
(
~g2
~ho2

)
=

(
O ~~g1
~~g1

~~ho1

)
·
(
~g2
~ho2

)
=

(
~g1 × ~g2

~g1 × ~ho2 − ~g2 × ~ho1

)
.

Die beiden Vektordyaden ~~g1 und
~~ho1 stellen dabei die Kreuzproduktdyaden der Komponenten des Motors

h1 dar, die Dyade O die sog. Nulldyade20. Die neu eingeführte Dyade h̃1 wird als Motorproduktdyade

bezeichnet. �
Beispiel 2.2 (Dyadische Darstellung einer endlichen Motorbewegung). Gegeben sei ein Motor h1 mit den
Komponenten ~g1 und ~ho1 bezüglich eines beliebigen Punktes O. Seine Motorachse N erfahre zunächst
eine Verschiebung derart, dass der Punkt P auf der ursprünglichen Motorachse in den Punkt Q überführt
wird. Der Verschiebungsvektor zwischen P und Q sei ~r, seine Kreuzproduktdyade ~~r. Anschlieÿend erfahre
die so entstandene Motorachse eine Drehung um den Punkt Q so, dass ein neuer Motor h2 mit dem
Resultantvektor ~g2 = R·~g1 entsteht. Für das Moment des entstandenen Motors h2 am Punkt O muss dann
~ho2 = R · (~ho1 −~g1 × ~r) gelten. Die genannten Operationen lassen sich in einer Dyade T zusammenfassen,
deren Komponenten sich in der Form

h2|O =

(
~g2
~ho2

)
=

( R · ~g1
R · ~ho1 +R · ~~r · ~g1

)
=

(O R
R R · ~~r

)
·
(
~g1
~ho1

)
=: [T · h1]O

notieren lassen. Dabei ist die Reihenfolge, in der die beiden Operationen (Verschiebung und Verdrehung)
ausgeführt wurden, von Bedeutung. Führt man zuerst die Drehung R um den Punkt P aus und verschiebt
dann den Punkt P in den Punkt Q um den Verschiebungsvektor ~r, so sind in der vierten Komponente der
Dyade T die Dyaden R und ~~r zu vertauschen. Selbstverständlich enthält diese Dyade auch die Spezialfälle
reiner Verschiebung (R = I) und reiner Drehung (~~r = O). �

Für die mehrfache Anwendung von Dyaden nacheinander wird entsprechend

D(F(h)) = D · (F · h) =: (D · F) · h = D · F · h
20Die Nulldyade der Vektorrechnung ist eine Dyade, die sich bezüglich beliebiger Raumrichtungen als 3 × 3-

Nullmatrix darstellen lässt.
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zusätzlich das Produkt D·F zweier Dyaden D und F eingeführt. Für die Komponenten der Dyaden
ergibt sich daraus

D · F|O =

(
D11 D12

D21 D22

)
·
(
F11 F12

F21 F22

)
=

(
D11 · F21 +D12 · F11 D11 · F22 +D12 · F12

D21 · F21 +D22 · F11 D21 · F22 +D22 · F12

)

Das neutrale Element der dyadischen Multiplikation ist die Einheitsdyade I, die in Komponenten
bezüglich O die Form

I|O =

(
O I
I O

)
. (2.20)

annimmt. Die transponierte Dyade Dt zur Dyade D lässt sich durch die Identität

h1 · (Dt · h2) := h2 · (D · h1)

de�nieren, wobei die angegebene Gleichung für beliebige Motoren h1 und h2 erfüllt sein muss. Für
einen konkreten Bezugspunkt ergeben sich die Komponenten der zu

D|O =

(
D11 D12

D21 D22

)
transponierten Dyade gemäÿ Dt|O =

(
Dt11 Dt21

Dt12 Dt22

)
.

Die bereits eingeführte Notation legt nahe, anstelle der Anwendung einer Dyade auf einen Motor
von der Multiplikation einer Dyade mit einem Motor zu sprechen. In dieser Denkweise lässt sich
dann auch die Linksmultiplikation eines Motors mit einer Dyade über die Beziehung

h1 ·D := Dt · h1

einführen. Ist eine Dyade gleich ihrer transponierten Dyade, so wird sie als symmetrische Dyade
bezeichnet.

Ebenfalls in Analogie zur Vektordyade sei noch die inverse Dyade D−1 eingeführt als diejenige
Dyade, die die Gleichungen

D ·D−1 = I und D−1 ·D = I

erfüllt. Es lässt sich zeigen, dass eine Dyade genau dann eine Inverse besitzt, wenn die Dyade den
Rang r = 6 besitzt21. Alle Dyaden für die D−1 = Dt gilt, werden als orthogonal bezeichnet.

Satz 2.6 Gegeben seien zwei beliebige Basen H = {h̄1, . . . , h̄6} und G = {ḡ1, . . . , ḡ6} vonM. Jede
Dyade lässt sich in eindeutiger Weise durch ihre Koordinaten dij bezüglich der Basen H und G
angeben:

D =
6∑

i,j=1

dij h̄i ⊗ ḡj . (2.21)

Beweis: Entsprechend Anhang A.1.4 kann jede Dyade durch eine Linearkombination dyadischer
Produkte ausgedrückt werden:

D =

6∑

i=1

hi ⊗ gi.

21Zur De�nition des Rangs einer Dyade vergleiche Anhang A.1.4.
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Werden dabei die Motoren hk entsprechend hi = h̄i für i = 1, . . . , 6 vorab festgelegt, so ist die
Darstellung eindeutig. Schlieÿlich müssen nur noch die Motoren gk in obiger Gleichung bezüglich
der Basis G angegeben werden, um die Koordinaten dij zu erhalten. Da die Koordinaten eines
Motors bezüglich einer gegebenen Basis eindeutig festgelegt sind, sind es die Koordinaten dij der
Dyade ebenfalls.

Bemerkung. Mithilfe des skalaren Produktes lassen sich die Koe�zienten dij direkt über die
Lösung eines linearen Gleichungssystems berechnen. Hierzu multipliziere man Gleichung (2.21)
von links mit jedem der Motoren h̄ν aus H und von rechts mit jedem der Motoren ḡµ aus G durch.
Das entstehende Gleichungssystem



h̄1 ·D · ḡ1 · · · h̄1 ·D · ḡ6

...
...

h̄6 ·D · ḡ1 · · · h̄6 ·D · ḡ6


 =



h̄1 · h̄1 · · · h̄1 · h̄6

...
...

h̄6 · h̄1 · · · h̄6 · h̄6






d11 · · · d16
...

...
d61 · · · d66






ḡ1 · ḡ1 · · · ḡ1 · ḡ6

...
...

ḡ6 · ḡ1 · · · ḡ6 · ḡ6




besitzt dann eine eindeutige Lösung für die gesuchten Koordinaten dij .

Die Angabe zweier Basen (beispielsweise links und rechts der Dyade) für die Angabe der Ko-
ordinaten einer Dyade würde die von den Motoren bekannte Notation völlig überfrachten22. In
der vorligenden Arbeit wird daher darauf verzichtet, zwei unterschiedliche Basen für die Dar-
stellung einer Dyade zu nutzen. Falls nicht anders vermerkt, werden im Folgenden gleiche Basen
(H = G) für die Koordinatendarstellung der Dyaden genutzt. Symbolisiert wird die genutzte Ba-
sis, in Analogie zu den Motoren, durch einen senkrechten Strich oder eine eckige Klammer mit
der zugehörigen Basis als Index. Beim praktischen Rechnen mit Motoren wird man oftmals auf
die Komponentendarstellung der Dyade zurückgreifen und die Koordinaten bezüglich der ent-
sprechenden Koordinatensysteme berechnen. In dieser Arbeit werden beide Komponenten stets
auf das gleiche Koordinatensystem bezogen, dessen Ursprung als Bezugspunkt dient. Anstelle der
Basis wird dann das entsprechende Koordinatensystem als Index vermerkt.

Um im Folgenden eine bequeme Schreibweise zu ermöglichen, sollen zusätzlich für die Koordinaten
von Motoren und Motordyaden die Rechenregeln

[h1 · h2]F =: h1|F · h2|F [h1 × h2]F =: h1|F × h2|F
[D · h]F =: D|F · h|F [D1 ·D2]F =: D1|F ·D2|F

erklärt werden. Verwechslungsgefahr mit Operationen der herkömmlichen Matrix- und Vektor-
rechnung besteht nicht, wenn (wie hier der Fall) die Matrixmultiplikation zur Abgrenzung ohne
Multiplikationszeichen notiert wird.
Beispiel 2.3 (Wechsels des Bezugskoordinatensystems eines Motors). Gegeben seien ein Motor h mit dem
Resultantvektor ~g und demMomentvektor ~h(~r) sowie zwei Koordinatensysteme F1 und F2, wovon das erste
seinen Ursprung in P besitzt und mit beliebigen (linear unabhängigen) Koordinatenachsen ausgestattet
ist. Der Ursprung Q des zweiten Koordinatensystems sei um den Vektor ~r gegenüber P verschoben. Die
Koordinatenachsen seien zu jenen des ersten Koordinatensystems verdreht. Die Drehung einer jeden Achse
werde durch den Drehoperator R angegeben. Dann lässt sich zunächst der Wechsel des Bezugspunktes für
die Komponenten des Motors durch die Beziehung

h|Q =

(
~g

~h(Q)

)
=

(
~g

~h(P ) + ~g × ~r

)
=

(O I
I −~~r

)
·
(

~g
~h(P )

)
=

(O I
I −~~r

)
· h|P

22Vergleiche hierzu die Bemerkung zu Beispiel 2.3 auf Seite 30.
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angeben. Der Wechsel der Bezugskoordinatensysteme erfolgt mithilfe der Drehdyade R entsprechend:

h|F2 =

(
~g

~h(Q)

)∣∣∣∣
F2

=

[(
O Rt

Rt O

)
·
(O I
I −~~r

)
·
(

~g
~h(P )

)]

F1

=

[( O Rt

Rt Rt · ~~r t
)
· h
]

F1

.

Dabei wurde Gleichung (A.2) genutzt. Die angegebene Beziehung bildet die Koordinaten eines Motors
auf die Koordinaten eines neuen Motors ab und kann daher als Koordinatendarstellung einer Motordyade
gedeutet werden. Ein Zusammenhang zu der aus Beispiel 2.2 bekannten Dyade T wird leichter ersichtlich,
wenn der Vektor ~r bezüglich F2 angegeben wird. Mit ~~r t|F2 = [Rt · ~~r t · R]F1 und R · Rt = I folgt eine
Koordinatendarstellung der Transformationsdyade bezüglich F2

h|F2
=

(
~g

~h(Q)

)∣∣∣∣
F2

=

( O Rt

Rt ~~r t · Rt

)∣∣∣∣
F2

· h|F1
= Tt|F2

· h|F1
= [Tt · h]F1

.

O�enbar besitzt die Transformationsdyade T, wie auch die Drehdyade R, in den Koordinatensystemen F1

und F2 die gleichen Koordinaten. Man überzeugt sich auÿerdem leicht davon, dass es sich bei der Dyade
T um eine orthogonale Dyade handelt, wodurch sich die Umkehrung obiger Gleichung kompakt notieren
lässt: h|F1

= [T · h]F2
. �

Beispiel 2.4 (Wechsel des Bezugskoordinatensystems einer Motordyade). Ein Wechsel des Bezugsko-
ordinatensystems lässt sich ebenfalls für eine allgemeine Motordyade herleiten. Ausgangspunkt der Be-
trachtung bildet das dyadische Produkt zweier Motoren. Durch Anwendung der Ergebnisse des vorherigen
Beispiels auf jeden der dyadischen Faktoren ergibt sich eine Beziehung zwischen den Koordinaten des dya-
dischen Produktes. Da sich jede Dyade als Summe dyadischer Produkte darstellen lässt, kann das Resultat
direkt für allgemeine Dyaden übernommen werden. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Beispiel
2.3 ergeben sich die sehr einprägsamen Gleichungen:

D|F2
= [Tt ·D · T]F1

und D|F1
= [T ·D · Tt]F2

.

Diese Beziehungen gleichen den aus der Vektorrechnung bekannten Regeln zur Transformation einer Dyade.
�

Bemerkung. Die Darstellung der Transformation des Motors h zwischen den beiden Koordi-
natensystemen F1 und F2 in Beispiel 2.3 durch eine Motordyade ist nicht eindeutig. Es wurde
jedoch eine Dyade gewählt, deren Koe�zientenmatrix bezüglich einer einzigen Basis die notwen-
dige Transformation der Koordinaten des Motors liefert. Würde man auf diese Einschränkung
verzichten, so würde beispielsweise auch die Einheitsdyade I die notwendige Transformation lie-
fern, falls sie in den beiden Koordinatensystemen F1 und F2 angegeben23 wird:

T|F1 = F1 [T]F1 = F1 [I]F2 = F2 [T]F2 = T|F2 .

2.2.3.4. Motormatrizen

Unter einerMotormatrix verstehe man eine Matrix, deren Elemente Motoren sind. Damit sind alle
aus der Welt der Zahlenmatrizen bekannten Operationen direkt auf Motormatrizen anwendbar.
Bei der Multiplikation zweier Motormatrizen müssen jedoch verschiedene Arten der Multiplika-
tion unterschieden werden. In völliger Analogie zur Multiplikation von Zahlenmatrizen sei die

23Die nur an dieser Stelle genutzte Kennzeichnung zweier verschiedener Koordinatensysteme zur Angabe der
Koordinaten einer Dyade erfolgt links und rechts der in eckigen Klammern notierten Dyade. Das linke Koor-
dinatensystem bezieht sich dabei auf die jeweils ersten (links stehenden) Faktoren der zugehörigen dyadischen
Produkte, das zweite auf die jeweils zweiten (rechts stehenden) Faktoren.
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skalare und die motorische Multiplikation zweier Motormatrizen erklärt, wobei die Multiplikati-
on der Elemente nun durch die skalare bzw. motorische Multiplikation der jeweiligen Elemente
ersetzt wird. Gekennzeichnet werden diese Operationen durch das entsprechende Symbol der ele-
mentweisen Operationen. Das Ergebnis der skalaren Multiplikation zweier Motormatrizen ist eine
Zahlenmatrix, während die motorische Multiplikation eine Motormatrix liefert. Zudem ist die
Multiplikation einer Motormatrix mit einer Zahlenmatrix passenden Typs zulässig, die wie die
Multiplikation zweier Zahlenmatrizen ohne Trennzeichen zwischen den Faktoren notiert wird und
eine Motormatrix entsprechenden Typs ergibt.

Gegeben sei beispielsweise eine reelle (n× 1)-Zahlenmatrix a =
(
α1 · · · αn

)
t

und eine (1×n)-
Motormatrix M =

(
h1 · · · hn

)
. So gilt

Ma = α1h1 + · · ·+ αnhn = (α1h1 + · · ·+ αnhn)t = (Ma)t = atMt

Exemplarisch sei hier noch die skalare Multiplikation zweier Motormatrizen angegeben:



h1
...
hn


 ·

(
g1 · · · gm

)
=



h1 · g1 · · · h1 · gm

...
...

hn · g1 · · · hn · gm


 ,

deren Ergebnis eine (n×m)-Zahlenmatrix darstellt.

Für die spätere Anwendung werden oftmals einzeilige motorische Matrizen eingeführt. Die Darstel-
lung dieser Matrizen bezüglich eines Bezugspunktes sei durch die zweizeilige vektorwertige Matrix
gegeben, deren Einträge spaltenweise die Komponenten des zugehörigen Motors sind (vergleiche
Beispiel 2.5). Die Darstellung bezüglich einer Basis werde durch die sechszeilige Zahlenmatrix
gegeben, deren Spalten die Koordinaten des zugehörigen Motors enthalten.

Satz 2.7 Zu jeder (1×n)-MotormatrixM mit n Elementen, von denen genau k (0 ≤ k ≤ 6) linear
unabhängig sind, lässt sich eine einzeilige Motormatrix N �nden, die 6 − k linear unabhängige
Motoren enthält und die Gleichung

Nt ·M = 0

erfüllt, wobei 0 die Nullmatrix vom Typ (6− k, n) symbolisiert.

Beweis: Da das skalare Produkt für jedes Element der Matrizengleichung unabhängig vom ge-
wählten Bezugspunkt ist, kann der Beweis unter Vorgabe einer beliebigen Basis mit den Mitteln
der bekannten linearen Algebra erfolgen. Die Motormatrix M geht dabei in die Zahlenmatrix
M vom Typ (6, n) über, deren Rang der Anzahl linear unabhängiger Motoren in M entspricht,
da sich die De�nitionsgleichung für lineare Unabhängigkeit direkt auf die Koordinatendarstellung
überträgt. Es wird nun angenommen, dass eine solche Matrix M existiert, deren Koordinaten-
darstellung die Gleichung:

NtΓM = 0

erfüllt, wobei Γ die Koordinatendarstellung der Einheitsdyade I symbolisiert (siehe auch Glei-
chung (2.20)). Die Matrix Γ ist regulär, wodurch ΓM den gleichen Rang besitzt wie die Matrix
M . Damit existiert tatsächlich eine Matrix N vom Typ (6, 6−k) mit vollem Spaltenrang, die die
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obige Gleichung erfüllt. Da bei festgelegter Basis die Koordinatendarstellung eindeutig einen Mo-
tor repräsentiert, kann der Koordinatendarstellung N eindeutig die Motormatrix N zugeordnet
werden, deren Motoren dann linear unabhängig sind.

Mit diesem Ergebnis lässt sich der Vektorraum der Motoren in zwei orthogonale Teilräume zer-
legen, deren Durchschnitt die Nullmenge {0} bildet. Der erste Raum wird durch alle in M ent-
haltenen Motoren aufgespannt, der zweite durch alle in N enthaltenen Motoren. Letzterer soll
in dieser Arbeit Nullraum zur Abbildung h 7→ h ·M für beliebige Motoren h ∈ M oder kurz
Nullraum zu M genannt werden.

2.2.3.5. Di�erentiation von Motoren bezüglich reellwertiger Parameter

Gegeben sei eine Funktion h, die einen reellwertigen Parameter λ ∈ R auf einen Motor h(λ)
abbildet. Um nun zu dem Begri� der Ableitung dieser motorwertigen Funktion zu gelangen, gehe
man von der De�nition (2.15a) des Motors als Vektorfeld über dem Anschauungsraum aus und
führe die Di�erentiation punktweise auf dem nunmehr vom Parameter λ abhängigen Vektorfeld
durch. Als Bezugspunkt diene zunächst ein gegenüber einem Betrachter nicht veränderlicher Punkt
O. Einem jeden anderen Punkt P sei jedoch eine Abhängigkeit vom Parameter λ gestattet. Für
die Ableitung des Vektorfeldes ergibt sich dann

d

dλ
~h(~rP ) =

d~ho
dλ

+
d~g

dλ
× ~rP + ~g × d~rP

dλ
.

Da der Punkt P beliebig war, erfüllt jeder andere Punkt Q mit dem Ortsvektor ~rQ ebenfalls obige
Gleichung. Die Di�erenz der so entstandenen Gleichungen lässt sich dann auf die Form

d

dλ
~h(~rP ) +

d~rP
dλ
× ~g

︸ ︷︷ ︸
Momentenvektor bei P

=
d

dλ
~h(~rQ) +

d~rQ
dλ
× ~g

︸ ︷︷ ︸
Momentenvektor bei Q

+
d~g

dλ︸︷︷︸
Resultant-
vektor

× (~rP − ~rQ)︸ ︷︷ ︸
Ortsvektor

zwischen Q und P

eines Motors bringen, dessen Komponenten bezüglich eines beliebigen Punktes P durch

dh

dλ

∣∣∣∣
P

=




d~g
dλ

d~h(~rP )
dλ + d~rP

dλ × ~g


 (2.22)

gegeben sind. Dieser Motor sei zukünftig Ableitung von h bezüglich λ genannt und mit dem
Symbol dh

dλ gekennzeichnet.

Für einen gegenüber dem Betrachter festen Bezugspunkt P lässt sich die Ableitung folglich kom-
ponentenweise berechnen:

dh

dλ

∣∣∣∣
P

=

( d~g
dλ

d~h(~rP )
dλ

)
=

d

dλ

(
h|P
)

und liefert entsprechend der De�nition des Motors die punktweise Ableitung des zugehörigen
Vektorfeldes:

d~h

dλ
(~rP ) =

d~ho
dλ

+
d~g

dλ
× ~rP .
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Die Ableitung beschreibt demnach die Änderung des Vektorfeldes für einen gegenüber einem
Betrachter festen Bezugspunkt.

Untersucht wird nun ein zweiter Betrachter, der fest mit einem Koordinatensystem F2 verbunden
ist und seine Lage stetig und di�erenzierbar mit dem Parameter λ gegenüber dem durch ein
Koordinatensystem F1 beschriebenen ursprünglichen Betrachter ändert. Die Verschiebung des
Ursprungs von F2 gegenüber dem Ursprung von F1 lasse sich dabei durch die vektorwertige
Funktion ~u : λ 7→ ~u(λ) beschreiben. Die Verdrehung von F2 gegenüber F1 sei durch ~γ : λ 7→ ~γ(λ)
gegeben.

Für einen gegenüber dem neuen Betrachter festen Bezugspunkt P ergibt sich wegen d~rP
dλ = ~u die

Ableitung zu

dh

dλ

∣∣∣∣
P

=

( d~g
dλ

d~h(~rP )
dλ + ~u× ~g

)
=

(
d′~g
dλ + ~γ × ~g

d′~h(~rP )
dλ + ~γ × ~h(~rP ) + ~u× ~g

)
.

wobei d′
dλ die Ableitung aus der Sicht des neuen Betrachters darstellt. Der dabei genutzte Zusam-

menhang der Ableitungen eines Vektors bezüglich der beiden Betrachter ist aus der Vektoranalysis
bekannt24. Werden die Terme umsortiert, so erhält man mithilfe des motorischen Produktes die
Gleichung

dh

dλ

∣∣∣∣
P

=

(
d′~g
dλ

d′~h(~rP )
dλ

)
+

(
~γ
~u

)
×
(

~g
~h(~rP )

)
.

Da der Bezugspunkt P gegenüber dem neuen Betrachter ruht, kann der erste Summand der
rechten Gleichungsseite als Komponentendarstellung der Ableitung bezüglich des neuen Betrach-
ters aufgefasst werden. Es wurde bei der Schreibweise bereits vorausgesetzt, dass der nunmehr
erste Faktor des äuÿeren Produktes als Motor u angesehen werden kann, der die Richtung der
relativen Verlagerung (Verschiebung und Verdrehung) des Koordinatensystems F2 bezüglich des
Koordinatensystems F1 bei einer in�nitesimal kleinen Änderung des Parameters λ beschreibt.
Zusammengefasst gilt für die Ableitung aus der Sicht unterschiedlicher Betrachter

dh

dλ
=

d′h
dλ

+ u× h. (2.23)

Die eingeführte Ableitung erfüllt die bekannten Regeln der Di�erentiation, denn für die skalare
Funktion α : λ 7→ α(λ) ∈ R und die motorwertigen Funktionen h : λ 7→ h(λ) ∈ M und g : λ 7→
g(λ) ∈M gelten die nachstehenden Beziehungen:

d(αh)

dλ
=

dα

dλ
h + α

dh

dλ
,

d(h · g)

dλ
=

dh

dλ
· g + h · dg

dλ
,

d(h + g)

dλ
=

dh

dλ
+

dg

dλ
,

d(h× g)

dλ
=

dh

dλ
× g + h× dg

dλ
.

Für die Di�erentiation bezüglich der Zeit t sei in Analogie zur Vektorrechnung für alle nachfol-
genden Abschnitte folgende Konvention festgelegt: Die zeitliche Di�erentiation bezüglich eines

24Vergleiche hierzu Gleichung (2.3) oder [Bra47].
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Inertialkoordinatensystems J wird durch einen Punkt über dem Motor gekennzeichnet, die zeitli-
che Ableitung bezüglich eines körperfesten Koordinatensystems B hingegen mit einem Kreis über
dem Symbol:

ḣ :=
dJ h
dt

,
◦

h :=
dBh
dt

.

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Ableitungen ergibt sich aus (2.23)

ḣ =
◦

h + v× h, (2.24)

wobei der Motor v die Bewegung des Koordinatensystems B gegenüber dem Inertialsystem be-
schreibt (vergleiche Abschnitt 2.2.4.1).

2.2.3.6. Di�erentiation von Motordyaden bezüglich reellwertiger Parameter

In ganz ähnlicher Weise lieÿe sich auch die Di�erentiation einer Motordyade bezüglich reellwertiger
Parameter einführen. Darauf soll hier im Detail verzichtet werden. Als Ergebnis erhielte man, dass
auch hier die Ableitung bezüglich eines unbewegten Bezugspunktes P komponentenweise erfolgen
kann:

dD

dλ

∣∣∣∣
P

=

(
dD11

dλ
dD12

dλ

dD21
dλ

dD22
dλ

)
=

d

dλ

(
D|P

)
.

Betrachtet man die Änderung einer Dyade von zwei sich relativ zueinander bewegenden Koordi-
natensystemen aus, so gilt für die jeweilig beobachteten Ableitungen dD

dλ und d′D
dλ :

dD

dλ
=

d′D
dλ

+ ũ ·D−D · ũ =:
d′D
dλ

+ u×D, (2.25)

wobei der Motor u im vorherigen Abschnitt und die Motorproduktdyade ũ in Beispiel 2.1 einge-
führt wurden. Das hierbei neu de�nierte Produkt aus einem Motor und einer Motordyade u×D
ist als Kurzform von ũ · D − D · ũ zu verstehen, um formal die gleiche Schreibweise wie bei der
Ableitung eines Motors in Gleichung (2.23) zu erhalten. Für nähere Informationen wird auf den
Originaltext [vM24a] von Richard von Mises verwiesen. Abschlieÿend wird noch eine Gleichung
angegeben, die im Umgang mit Motordyaden sehr oft zur Anwendung kommt. Dabei wird die Än-
derung einer Motordyade aus Sicht zweier Koordinatensysteme betrachtet, dem Inertialsystem J
und dem körperfesten Koordinatensystem B, die sich relativ zueinander bewegen:

Ḋ =
◦

D + v×D. (2.26)

Auch hier beschreibt der Motor v die Bewegung des Koordinatensystems B gegenüber dem Iner-
tialsystem (vergleiche Abschnitt 2.2.4.1).

2.2.3.7. Di�erentiation bezüglich mehrerer reellwertiger Veränderlicher

Die Di�erentiation einer motorwertigen Funktion h(λ1, . . . , λm) bezüglich mehrerer reellwertiger
Parameter, zusammengefasst in der Matrix λ =

(
λ1 . . . λm

)
t

des Typs (m, 1), wird in völliger
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Analogie zur Di�erentiation reellwertiger Funktionen erklärt, als die (1×m)-Motormatrixfunktion

∂h

∂λ
:=

(
∂h

∂λ1
. . .

∂h

∂λm

)
,

die auch als Gradient der Funktion h bezeichnet wird. Ist andererseits eine Funktion gegeben, die
einen oder mehrere reellwertige Parameter λi auf eine Motormatrix abbildet, so wird die (partielle)
Di�erentiation dieser Funktion bezüglich der Parameter λi elementweise durchgeführt. Damit gilt
beispielsweise für die Motormatrixfunktion h =

(
h1 . . . hn

)
t

vom Typ (n, 1):

∂h

∂λ
:=




∂h1
∂λ1

. . . ∂h1
∂λm

...
...

∂hn
∂λ1

. . . ∂hn
∂λm


 .

Die entstandene Funktion wird Jacobi-Matrix genannt.

2.2.4. Anwendung der Motorrechnung

Die Einführung der Motorrechnung kann erst durch die bequeme Anwendbarkeit auf mechanische
Starrkörperprobleme im dreidimensionalen Raum gerechtfertigt werden. Die Bewegungsgleichun-
gen des ungebundenen Starrkörpers lassen sich wesentlich eleganter beschreiben, wenn man auf das
oben eingeführte Konzept der Motorrechnung nach Richard von Mises zurückgreift [vM24b].
Hierzu müssen Motoren de�niert werden, die in der Lage sind, den Bewegungsablauf und die
angreifenden Kräfte und Drehkräfte in physikalisch sinnvoller Art und Weise zu beschreiben.

2.2.4.1. Der Bewegungsmotor

Bei Festlegung auf einen beliebigen körperfesten Bezugspunkt O kann die Bewegung eines Starr-
körpers, wie bereits zu Beginn des Kapitels geschildert, vollständig durch die zwei Vektoren ~̇ro
und ~ω charakterisiert werden. Der Vektor ~̇ro symbolisiert die translatorische Geschwindigkeit des
Bezugspunktes, ~ω den Drehvektor, der die Drehung des Körpers beschreibt. Den Geschwindig-
keitsvektor jedes anderen Punktes erhält man durch

~̇r = ~̇ro + ~ω × ~r.

Es handelt sich demnach um einen Motor, der im Folgenden Geschwindigkeits- bzw. Bewegungs-
motor genannt werden soll. Seine Komponenten sind der Geschwindigkeitsvektor des mitbewegten
Bezugspunktes ~ro = ~̇ro als Momentenvektor und der Drehvektor ~ω, mit dem sich der Starrkörper
gegenüber dem Bezugskoordinatensystem dreht, als Resultantvektor:

v|O =

(
~ω

~̇ro

)
.

Die Motorachse ist dabei diejenige momentane Gerade, um die der Starrkörper eine schraubenför-
mige Bewegung ausführt und deren Punkte, die geringste translatorische Geschwindigkeit besitzen
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Abbildung 2.4.: Deutung der Motorkomponenten, links: Bewegungsgröÿen, rechts: Kraftgröÿen

(vergleiche Abbildung 2.4 links). Handelt es sich um eine ebene Bewegung, so wird der Bewegungs-
motor zu einem Translator oder einem Rotor. Im Falle eines Rotors werden alle Punkte auf der
Motorachse auch Momentanpol genannt, da die translatorische Geschwindigkeit dieser Punkte
verschwindet.

2.2.4.2. Der Kraftmotor

Ein Motor, der die Ursache für Bewegungsänderungen eines Starrkörpers beschreibt, ist der sog.
Kraftmotor f mit

f|O =

(
~f
~do

)
. (2.27)

Mit diesem Motor lassen sich die am Starrkörper angreifenden Kraftfelder beschreiben. Der Kraft-
motor besitzt als Komponenten die resultierende Kraft ~f und die auf den Punkt O bezogene
resultierende Drehkraft ~do, die sich wie folgt deuten lassen: Die Kraftwirkung am Starrkörper
entspricht derjenigen, die auftritt, wenn am Punkt O die Kraft ~f angreift und zusätzlich eine
Drehkraft ~do eingeprägt wird. Möchte man den Angri�spunkt der Kraft um einen Vektor ~r ver-
schieben, ohne die Wirkung auf den Starrkörper zu verändern, so muss eine zusätzliche Drehkraft
der Gröÿe ~f ×~r eingeprägt werden. Zwischen der Drehkraft ~do bezogen auf den Punkt O und der
Drehkraft ~d(~r) bezogen auf einen jeden anderen Punkt des Starrkörpers mit dem Ortsvektor ~r
gilt daher die Gleichung

~d(~r) = ~do + ~f × ~r,

wodurch sich die Kraftwirkung auf den Starrkörper als Motor angeben lässt. In jedem Augenblick
existieren Bezugspunkte, für die die Kraft und die Drehkraft parallel wirken. Alle diese Bezugs-
punkte liegen auf der momentanen Achse des Kraftmotors (vergleiche Abbildung 2.4 rechts). Die
Kraftwirkung lässt sich daher als Kraftschraube deuten. Auf der Motorachse be�nden sich alle die-
jenigen Kraftangri�spunkte, an denen die zugehörige Drehkraft einen minimalen Betrag annimmt.
Die resultierende Kraft und Drehkraft wirken für alle diese Bezugspunkte parallel. Handelt es sich
um ein ebenes Kraftfeld, so wird der resultierende Kraftmotor zu einem Translator oder einem
Rotor. Die Motorachse wird dann in der Technischen Mechanik auch Wirkungslinie genannt.
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2.2.4.3. Der Impulsmotor und die Trägheitsdyade eines Starrkörpers

Eine weitere Gröÿe, die sich als Motor darstellen lässt, ist der Impulsmotor . Seine Koordinaten
besitzen unter Umständen den Charakter von Erhaltungsgröÿen. Aufgebaut wird der Impulsmo-
tor p komponentenweise durch den Impulsvektor ~p und den Drehimpulsvektor ~lo bezogen auf den
Punkt O

p|O =

(
~p
~lo

)
.

Der Impulsmotor, der dem Körper zugeordnet wird, ist dabei abhängig vom gewählten Bezugs-
punkt. Zwischen dem Drehimpuls bezogen auf O und dem Drehimpuls bezogen auf jeden anderen
Punkt P mit dem Ortsvektor ~r, gilt in der Tat25 die Beziehung

~l(~r) = ~lo + ~p× ~r,

wodurch sich auch diese Gröÿe als Motor beschreiben lässt.

Um den Zusammenhang zwischen dem Bewegungsmotor und dem Impulsmotor des Starrkörpers
darzustellen, werden die Gleichungen (2.7) und (2.8) wieder aufgegri�en:

~p = m~̇ro −m~rs × ~ω ~lo = m~rs × ~̇ro +Mo~ω.

Beide Gleichungen lassen sich unter Einführung der Kreuzproduktdyade ~~rs des Vektors ~rs zusam-
menfassen zu der gesuchten Beziehung zwischen dem Bewegungsmotor v und dem Impulsmotor p:

p = M · v mit M|O =

(
mI −m~~rs
m~~rs Mo

)
. (2.28)

Die neu eingeführte Dyade M kann als Trägheitsdyade der Motorrechnung aufgefasst werden.
Bezogen auf ein konkretes Koordinatensystem in den Koordinaten u, v und w lautet die Koordi-
natenmatrix

M|B =




m 0 0 0 mws −mvs
0 m 0 −mws 0 mus
0 0 m mvs −mus 0
0 −mws mvs Muu Muv Muw

mws 0 −mus Mvu Mvv Mvw

−mvs mus 0 Mwu Mwv Mww



,

wobei us, vs und ws die Koordinaten des Massenmittelpunktes bezüglich des eingeführten Koor-
dinatensystems bezeichnen.

Wählt man speziell den Massenmittelpunkt als Bezugspunkt und die Basisvektoren des mitbe-
wegten Koordinatensystems parallel zu den Hauptträgheitsachsen des Starrkörpers, so nimmt die
Matrix M|B Diagonalform an.

25Vergleiche auch Gleichung (2.9).
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2.2.4.4. Die zeitliche Ableitung des Bewegungsmotors

Die Herleitung der Bewegungsgesetze des Starrkörpers erfordert, wie sich im nachstehenden Ab-
schnitt zeigen wird, die zeitliche Ableitung des Bewegungsmotors. Entsprechend Abschnitt 2.2.3.5
ergibt die Di�erentiation eines Motors bezüglich eines reellwertigen Parameters stets wieder einen
Motor. Dabei hängt das Ergebnis im Allgemeinen vom Beobachterkoordinatensystem ab.

Aus Sicht eines körperfesten Beobachters lässt sich nach Abschnitt 2.2.3.5 die Ableitung direkt
komponentenweise bestimmen:

◦
v|O =

( ◦

~ω
◦

~vo

)
.

Aus der Sicht eines Inertialkoordinatensystems können die Ableitungen nicht direkt komponen-
tenweise gebildet werden, da ein jeder materielle Punkt des Körpers, der als Bezugspunkt in Frage
käme, bezüglich des Beobachterkoordinatensystems im Allgemeinen nicht als ruhend betrachtet
werden kann. Eine Komponentendarstellung liefert allerdings Gleichung (2.22):

v̇|O =

(
~̇ω

~̇vo − ~ω × ~vo

)
=

( ◦

~ω
◦

~vo

)
.

Dabei wurde berücksichtigt, dass mit ~ω× ~ω = ~0 für die Ableitungen des Winkelgeschwindigkeits-
vektors ~̇ω =

◦

~ω gilt. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man mithilfe der Transformationen aus
Beispiel 2.3 unter Anwendung der Produktregel:

v̇|O =

(O I
I −~~r

)
·
(
v|O
)̇

=

(O I
I −~~r

)
·
[(O I
I ~~r

)
· v
∣∣
O

]̇
=

(
~̇ω

~̇vo − ~ω × ~vo

)
=

( ◦

~ω
◦

~vo

)
.

O�enbar ergibt sich das gleiche Ergebnis wie bei der Ableitung bezüglich des körperfesten Koor-
dinatensystems. Dieses Resultat hätte man auch auf leichterem Wege erhalten können, und zwar
über die Beziehung 2.23, denn unter Berücksichtigung von v× v = 0 gilt

v̇ =
◦
v + v× v =

◦
v.

Es spielt demnach keine Rolle, ob die Ableitung bezüglich eines körperfesten oder eines inertial-
festen Beobachters ausgeführt wird. In beiden Fällen erhält man einen Motor mit den Kompo-
nenten

◦

~ω und
◦

~vo. Damit beschreibt der Motor v̇ nicht, wie zunächst vermutet werden könnte, die
vollständige Beschleunigung des Starrkörpers gegenüber einem Inertialsystem (vergleiche Glei-
chung (2.2b)), sondern nur den Anteil daran, der sich als Motor darstellen lässt:

~̇v = ~̇vo + ~̇ω × ~r + ~ω × ~̇r
~̇v =

◦

~vo +
◦

~ω × ~r + ~ω × (~ω × ~r) + ~ω × ~vo. (2.29)

Die gesamte auf einen materiellen Punkt des Starrkörpers einwirkende Beschleunigung besteht
demnach aus zwei Anteilen. Während die ersten beiden Summanden in (2.29) durch den Mo-
tor v̇ beschrieben werden, können die beiden übrigen Terme nicht durch einen Motor ausgedrückt
werden.
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2.2.4.5. Die Bewegungsgleichungen des Starrkörpers

Mit den bisher eingeführten Motoren lassen sich die Bewegungsgesetze des Starrkörpers in ein-
fachster Weise formulieren. Die Bewegungsdi�erentialgleichungen spalten sich dabei in zwei An-
teile jeweils erster Ordnung auf. Während der erste Teil der Gleichungen die kinetischen Gesetz-
mäÿigkeiten am Starrkörper widerspiegelt, beschreibt der zweite Teil die kinematischen Zusam-
menhänge der Bewegung.

Kinetik des Starrkörpers Die aus der Mechanik bekannten Erfahrungssätze zur Impuls- und
Drehimpulserhaltung am Starrkörper können im Impulssatz der Motorrechnung zusammengefasst
werden:

ṗ = fa. (2.30)

Er besagt, dass die zeitliche Änderung des Impulsmotors p gleich dem am Starrkörper angreifenden
äuÿeren Kraftmotor fa ist. Die abgeleitete Beziehung (2.28) zwischen Impuls- und Bewegungs-
motor kann nun in diese Gleichung eingesetzt werden. Man erhält dabei die aus der Kinetik
resultierende Bewegungsgleichung des Starrkörpers in bemerkenswert einfacher und einprägsamer
Form26

(M · v)̇ = fa. (2.31)

Für die bequemere Anwendung dieser Bewegungsgleichung emp�ehlt es sich jedoch, die zeit-
liche Ableitung des Impulsmotors auf das mitbewegte Koordinatensystem zu beziehen. Unter
Berücksichtigung von

◦

M = 0 ergibt sich die Bewegungsgleichung bezogen auf ein körperfestes
Koordinatensystem

M · ◦
v + v× (M · v) = fa, (2.32)

die strukturell eine bemerkenswerte Ähnlichkeit zur Eulerschen Kreiselgleichung aufweist.

Die kinetische Energie des Starrkörpers lässt sich ebenfalls in denkbar einfacher Form ausdrücken:

T =
1

2
v · p mit p = M · v.

Dieser Ausdruck stimmt formal mit der Gleichung der kinetischen Energie des Massenpunktes
überein, wenn man die Masse m durch die Trägheitsdyade M und die Vektoren durch die ent-
sprechenden Motoren ersetzt.

Ähnlich zu den Gleichungen der Punktmechanik ist die Leistung, die in jedem Moment von den
äuÿeren Kräften am Starrkörper umgesetzt wird, durch die Gleichung

P = fa · v (2.33)

gegeben. Damit lässt sich schlieÿlich der Energiesatz für den Starrkörper in der einfachen Form

dT

dt
=

1

2

d

dt

(
v ·M · v

)
= fa · v.

notieren.
26Werden in dieser Bewegunggleichung alle motorischen Gröÿen durch die entsprechenden vektoriellen Gröÿen

ausgetauscht, so erhält man direkt das zweite Newtonsche Grundgesetz bzw. die Bewegungsgleichung des
Massenpunktes.
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Kinematik der Starrkörperbewegung Vervollständigt werden die kinetischen Bewegungs-
gleichungen (2.31) bzw. (2.32) durch die kinematischen Bewegungsgleichungen (2.14). Im Allge-
meinen handelt es sich dabei um ein Algebrodi�erentialgleichungssystem. Werden zur Parametri-
sierung der Lage des Starrkörpers nq Koordinaten verwendet, so entstehen nq − 6 algebraische
Zwangsbedingungen der Form (2.14b). Die Di�erentialgleichungen (2.14a) lassen sich hingegen al-
ternativ durch motorische Gleichungen in kompakter und zugleich allgemeinster Form ausdrücken.
Dabei wird die Invarianz des skalaren Produktes zweier Motoren genutzt, um eine vom Bezugs-
punkt unabhängige Darstellung der kinematischen Di�erentialgleichungen zu erhalten:

q̇s = bs · v. (2.14a')

Die einspaltige Motormatrix bs umfasst dann genau nq Motoren. Jede Zeile dieses Gleichungs-
systems beinhaltet die kinematische Di�erentialgleichung für jeweils eine Lagekoordinate und ist
zugleich unabhängig von der Wahl eines Bezugspunktes auf dem Starrkörper.
Beispiel 2.5 (Parametrisierung durch die Position eines Bezugspunktes und die Euler-Winkel). Wird die
Lage des Starrkörpers durch die Position x, y und z eines körperfesten Bezugspunktes O gegenüber einem
Inertialsystem und die Euler-Winkel α, β und γ gemäÿ Abschnitt A.1.2 (S. 162) parametrisiert, so ent-
steht ein explizites Di�erentialgleichungssystem der Form (2.14a'). Nebenbedingungen der Gestalt (2.14b)
entfallen für die kinematischen Bewegungsgleichungen. Entsprechend Abbildung A.1 lässt sich zunächst
der kinematische Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit und den Ableitungen der Euler-
Winkel notieren:

~ω = α̇~ez + β̇~ey
′ + γ̇~ez

′′.

Die Au�ösung dieser Gleichung nach den Ableitungen der Euler-Winkel erfolgt zweckmäÿig über die sog.
reziproke Basis27 {~e1, ~e2, ~e3}, die durch folgende Gleichungen eindeutig bestimmt ist:

~e1 · ~ez = 1, ~e1 · ~ey′ = 0, ~e1 · ~ez′′ = 0,

~e2 · ~ez = 0, ~e2 · ~ey′ = 1, ~e2 · ~ez′′ = 0,

~e3 · ~ez = 0, ~e3 · ~ey′ = 0, ~e3 · ~ez′′ = 1.

Mit qs :=
(
x y z α β γ

)
t

können die Komponenten der Motormatrix bs nun für den gewählten
Bezugspunkt O angegeben werden:

bts |O =

(
~ex ~ey ~ez ~0 ~0 ~0
~0 ~0 ~0 ~e1 ~e2 ~e3

)
. (2.34)

Bezogen auf das körperfeste Koordinatensystem mit dem Ursprung O und den Achsen ~ex′′′, ~ey′′′ und ~ez′′′

ergeben sich die darin genutzten Vektoren zu

~ex|B =




cosα cos γ − sinα cosβ sin γ
− cosα sin γ − sinα cosβ cos γ

sinα sinβ


 , ~e1|B =




sin γ
sin β

cos γ

− sin γ cos β
sin β


 ,

~ey|B =




sinα cos γ + cosα cosβ sin γ
− sinα sin γ + cosα cosβ cos γ

− cosα sinβ


 , ~e2|B =




cos γ
sin β

− sin γ

− cos γ cos β
sin β


 ,

~ez|B =




sinβ sin γ
sinβ cos γ

cosβ


 , ~e3|B =




0
0
1


 .

�

Auf der Basis der hier vorgestellten Grundlagen werden in den nachfolgenden Abschnitten die
Bewegungsgleichungen für Starrkörpersysteme abgeleitet.
27Siehe hierzu beispielsweise [Bra47, Lag56]



Kapitel 3.

Beschreibung von Starrkörpersystemen mithilfe

der Motorrechnung

EinMehrkörpersystem (MKS) ist ein Modell der Mechanik für eine (endliche) Anzahl von Körpern,
die sich unter dem Ein�uss von Kräften im Raum bewegen. Die Körper des Systems werden auch
Glieder des MKS genannt. Sie sind untereinander durch (masselose) Gelenke verbunden, die ihre
Relativbewegung zueinander durch Zwangsbedingungen einschränken. Die Wirkung aller auf das
System einwirkenden Kraftfelder lässt sich nach Abschnitt 2.1.2 durch resultierende Kräfte und
Drehkräfte auf die Körper beschreiben.

In der Fachliteratur werden MKS danach unterschieden, ob bei der Modellierung Verformungen
der einzelnen Körper berücksichtigt werden. Dabei bezeichnet man Modelle als starre Mehrkörper-
systeme, bei denen alle Glieder des MKS als Starrkörper modelliert werden. Alle in der Realität
auftretenden elastischen oder plastischen Verformungen werden bei der Modellierung der Kör-
per vernachlässigt. Starre MKS werden in dieser Arbeit Starrkörpersysteme (kurz SKS) genannt
und stehen im Mittelpunkt dieses Kapitels. Mehrkörpersysteme, bei deren Modellierung elasti-
sche Verformungen der Körper berücksichtigt werden, �nden sich in der Fachliteratur unter den
Begri�en �exible oder elastische Mehrkörpersysteme. Diese Modelle werden in der vorliegenden
Arbeit nicht näher betrachtet. Als weiterführende Literatur seien in diesem Zusammenhang die
Lehrbücher [BP92, SW99, Sha05, Bre08] empfohlen.

In den folgenden Unterkapiteln werden die zuvor beschriebenen Werkzeuge der Motorrechnung
auf Starrkörpersysteme angewandt. Das Unterkapitel 3.1 liefert daher zu Beginn einen kurzen
historischen Abriss über die Wurzeln der Motorrechnung und die bisher genutzten Werkzeuge
in der Mehrkörperdynamik. Dabei werden Vor- wie auch Nachteile bisheriger Darstellungsweisen
gegenüber der hier genutzten Motoralgebra diskutiert. Anschlieÿend werden in Abschnitt 3.1.1
wesentliche Begri�e zur Beschreibung der topologischen Struktur von SKS eingeführt. Die De�-
nition problemangepasster Kraft- und Bewegungsgröÿen für die Glieder des SKS erfolgt in den
Abschnitten 3.1.2 und 3.1.3.

In Unterkapitel 3.2 folgt dann die Behandlung von Gelenken und deren Zwangsbedingungen mit
den Mitteln der Motorrechnung. Auch hier werden zunächst in Abschnitt 3.2.1 die zur kinemati-
schen Beschreibung der Bewegung notwendigen Zusammenhänge dargestellt. Die aus den Zwangs-
bedingungen resultierenden Zwangskräfte lassen sich ebenfalls mit den Mitteln der Motorrechnung
charakterisieren und werden in Abschnitt 3.2.2 hergeleitet. Durch verschiedene Beispiele in der
Praxis häu�g anzutre�ender Gelenktypen werden die angegebenen Zusammenhänge illustriert.


