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6.4 Komplexitätsvergleich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.5 Anwendung des Jacobi-Trackings auf MIMO-Systeme . . . . . . . . . . . 95

6.6 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7 Implementierung auf Plattform-DSP 99

7.1 Simulationsumgebung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

7.2 Skalierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

7.3 Runden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

7.4 Implementierungsergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

7.4.1 Direkte Parameterberechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

7.4.2 Lookup-basierte Parameterberechnung . . . . . . . . . . . . . . . . 106

7.5 Auswertung der Simulationsergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Zusammenfassung 113



INHALTSVERZEICHNIS iii

A Wichtige Beweise 115

A.1 Orthogonalität von Spalten- und Zeilenvektoren . . . . . . . . . . . . . . . 115

A.2 Erhalt der Frobenius-Norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

A.3 Eigenschaften von Shuffle-Matrizen zur Erzeugung von Vektorelementpaaren117

B Herleitung wichtiger Gleichungen 119

B.1 Ableitung der Parameter für komplexwertige Jacobi-Rotationen . . . . . . 119

B.1.1 Ableitung der Parameter für zweiseitige, komplexwertige Jacobi-
Rotationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

B.1.2 Ableitung der Parameter für einseitige, komplexwertige Jacobi-
Rotationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

B.1.3 Grenzwertberechnung der Fehlerfunktion . . . . . . . . . . . . . . . 123

C Randbedingungen der Simulationsergebnisse 125

C.1 Simulationsparameter für Jacobi-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . 125

C.2 Simulationsparameter für Jacobi-Algorithmus mit approximierten τ . . . 126





Abbildungsverzeichnis

1.1 Raum-Zeit-Empfänger mit Dimensionreduktion . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.1 DSP-Plattform Konzept [22] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Datenpfad eines Streifens [22] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.1 Dekorrelation durch Anwendung der KLT . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2 Konvergenzverlauf des QR-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Konvergenzverlauf des zweiseitigen, zeilenzyklischen Jacobi-Algorithmus . 29

3.4 Konvergenzverlauf des einseitigen, seriellen Jacobi-Algorithms . . . . . . . 30

4.1 Parallelisierung einer komplexwertigen Multiplikation auf Wortebene . . . . 37

4.2 Verlust an Parallelität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.3 Matrix-Matrix-Multiplikation auf einem linearen systolischen Array . . . . 41

4.4 Matrix-Matrix-Multiplikation auf einem quadratischen systolischen Array . 42

4.5 Matrix-Matrix-Multiplikation auf einem Hypercube . . . . . . . . . . . . . 43

4.6 Beeinflussungsschema bei der einseitigen seriellen Jacobi-Rotation . . . . 45

4.7 Beispiele für Beeinflussungsschemata bei der einseitigen parallelen Jacobi-
Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.8 Varianten der Speicherbelegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Kapitel 1

Einleitung

Den Anlass für die Beschäftigung mit dem hermiteschen Eigenwertproblem gab die Disser-
tation

”
Dimensionsreduktion des Empfangsraums von Systemen mit mehreren Empfangs-

antennen und deren Anwendung in der Raum-Zeit-Verarbeitung“ von Jens Jelitto [25],
die während seiner Tätigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Vodafone Stiftungs-
lehrstuhl mobile Nachrichtensysteme an der TU-Dresden entstand. In der Arbeit wird ein
neues Verfahren der dimensionsreduzierten Raum-Zeit-Verarbeitung für Mobilfunksyste-
me vorgestellt, welches die Karhunen-Loeve-Transformation (KLT) nutzt, um die Band-
breiteneffizienz zu steigern. In Abbildung 1.1 ist ein solcher Raum-Zeit-Empfänger mit
Dimensionreduktion vereinfacht dargestellt. Die Verarbeitung der empfangenen n Signal-
ströme (Vektoren), die zur Empfangsmatrix X ∈ Cn×m zusammengefasst werden können,
findet blockweise (m Blocklänge) statt. In einem ersten Schritt werden die Eingangssignale
durch eine orthogonale Transformation, was nichts anderes bedeutet als die Multiplikation
mit der orthogonalen Matrix UH (U ∈ Cn×n), entkorreliert, womit sich unter anderem
Signal- von Rauschraum trennen lassen. Dieser Verarbeitungsschritt der signalangepas-
sten Entkorrelation inklusive der Berechnung der Matrix U wird als KLT bezeichnet.
Eine Möglichkeit, die Matrix U zu ermitteln, ist die Berechnung der Eigenvektormatrix
der hermiteschen Autokorrelationsmatrix CX ∈ Cn×n. Im darauffolgenden Schritt werden
einige (nS) der Signalvektoren von Y ∈ Cn×m zur Weiterverarbeitung mit dem Ziel der
Dimensionsreduktion bei möglichst geringem Informationsverlust ausgewählt. Der nume-
rische Aufwand der nachfolgenden Empfängeralgorithmen steigt in manchen Fällen qua-
dratisch mit der Anzahl der Eingangssignale, was deren Reduktion besonders interessant
macht.

Simulativ und anhand von Demonstratoren konnte die Leistungsfähigkeit dieses Prin-
zips nachgewiesen werden. Die Vorteile des Verfahrens sind unbestritten, allerdings stellt
eine Echtzeit-Implementierung z.B. bei Wireless LAN1 oder UMTS2 aufgrund der hohen
Abtastraten erhebliche Anforderungen an Rechenleistung und Energieeffizienz solcher Sy-
steme.

Besonders die Eigenwertzerlegung (EVD3) der hermiteschen Matrix CX besitzt durch

1LAN: engl. Local Area Network
2UMTS: engl. Universal Mobile Telecommunications System
3EVD: engl. Eigenvalue Decomposition



2 Einleitung

Orthogonale
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UH

Raum-Zeit

EmpfängerSelektion

nsn

...

n

...

d

X Y Ys

n → ns

Abbildung 1.1: Raum-Zeit-Empfänger mit Dimensionreduktion

eine geschickte, hardwareangepasste Implementierung Optimierungspotenzial bezüglich
des Rechenaufwandes.

Für eine Echtzeit-Implementierung bieten sich prinzipiell ASICs1, FPGAs2 und DSPs3

an. Da ein weiterer bedeutender Forschungsschwerpunkt am Lehrstuhl mobile Nachrich-
tensysteme die Weiterentwicklung von SIMD4-DSP-Architekturen ist, führte dies in Zu-
sammenhang mit der dargestellten Anwendung zu dem Thema

”
Das hermitesche Eigen-

wertproblem - Implementierungsaspekte für Festkomma-SIMD-DSPs“.

Die KLT und die Lösung des hermiteschen Eigenwertproblems finden natürlich auch
in anderen Disziplinen Anwendung, so z.B.

� in der Bild- und Videoverarbeitung zur Datenkompression und Mustererkennung,

� auf dem Gebiet der künstlichen Intelligenz zur automatischen Klassifizierung,

� bei der Analyse akustischer Signale zur Maschinenüberwachung und

� zur Berechnung von Eigenfrequenzen mechanischer System sowie

� bei Stabilitätsbetrachtungen in der technischen Mechanik.

1ASIC: engl. Application Specific Integrated Circuit
2FPGA: engl. Field Programmable Gate Array
3DSP: engl. Digital Signal Processor
4SIMD: engl. Single Instruction Multiple Data
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Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im nächsten Kapitel wird in Kurzform die CATS1

DSP-Plattform eingeführt. Besonders hervorgehoben werden der Datenpfad des DSP sowie
das Kommunikationsnetzwerk zwischen den parallelen Datenpfaden.

In Kapitel 3 werden die mathematischen Grundlagen der KLT und der Eigenwertzer-
legung behandelt. Verschiedene Algorithmen werden dargestellt und auf Tauglichkeit für
die Implementierung auf einem Plattform-DSP untersucht.

Das Kapitel 4 widmet sich der Parallelisierung der Algorithmen für eine linear-parallele
Struktur, die durch den DSP vorgegeben ist.

Die Berechnung der Parameter für die Matrixoperationen unter dem Gesichtspunkt
der Festkomma-Arithmetik wird in Kaptiel 5 diskutiert.

Im Kapitel 6 wird eine eigene Idee zum Tracking von Eigenpaaren vorgestellt, die auf
dem zweiseitigen Jacobi-Algorithmus basiert.

Das Kapitel 7 beschreibt dann die Ergebnisse der Umsetzung des Algorithmus auf
einem DSP-Modell unter Nutzung der vorher theoretisch herausgearbeiteten Erkenntnisse.

1CATS: engl. Concept for Application Tailored Signalprocessors




